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3. | FUNCAO. NOCOES FUNDAMENTAIS

3.1. INTRODUCAO

Observamos, no dia a dia, que muitos objetos ou grandezas estdo relacionados. Por
exemplo, trabalhando com numeros reais estamos sempre comparando uns com outros
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utilizando as expressdes “maior do que”, “menor do que”. Em nossas familias as pessoas
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estdo naturalmente relacionadas como “irmao de”, “pai de” etc., além das comparagdes
subjetivas: “mais inteligente do que”, “mais bonita do que”, “menos rico que”, etc.

Matematicamente, se temos dois conjuntos A ¢ B e podemos estabelecer uma
“ligacdo” dos elementos de A com os elementos de B, dizemos que temos uma
“relagdo” de A em B. Nosso interesse, entretanto, ¢ o estudo de um tipo especial de
relagdo que faz corresponder a cada elemento de A wum unico elemento de B. Tal
relagdo ¢ chamada funcdo.

As leis que descrevem fendmenos da natureza, em que geralmente o valor de uma
grandeza depende do valor de uma segunda, sdo fungdes entre conjuntos e sao de grande
importancia nas Ciéncias. Vejamos alguns exemplos.

A pressdo da 4gua do mar ¢ func¢do da profundidade. (Nossos ouvidos sentem isso
quando mergulhamos cada vez mais fundo).

A lei da queda de um corpo, descoberta por Galileu (1564-1642 ), afirma que o
espaco percorrido por um corpo que cai € proporcional ao quadrado do tempo gasto em
percorré-lo, sendo, portanto, fungdo do tempo.

Se um gas ¢ encerrado num certo recipiente € mantido a uma temperatura fixa,
entdo o produto do volume pela pressdao a que o mesmo estd submetido € constante, ou
seja, o volume ¢ inversamente proporcional a pressdo. Essa relagdo entre volume e
pressdo de um gas ¢ conhecida como “Lei de Boyle e Mariotte”, foi descoberta em 1676,

e nos diz que o volume do géas ¢ funcao da pressao.
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O custo de fabricagdo de um determinado produto ¢ funcdo do nimero de
unidades fabricadas.

Vimos alguns exemplos de fungdo em diversas areas do conhecimento. Este ¢ um
dos motivos porque o conceito de fungdo ¢ fundamental. Praticamente toda a Matematica
se constroi em torno deste conceito e ¢ através de fungdes que as conexdes da

Matematica com as demais ciéncias se tornam bastante evidentes.

3.2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Vejamos agora a definicdo matematica de fungao.

Dados os conjuntos A4 e B, ndo vazios, uma fung¢do fde A em B ¢ uma regra, ou
conjunto de instrugdes, que diz como associar a cada elemento x € 4 um Unico elemento
y € B. O conjunto A chama-se dominio e o conjunto B contra-dominio da fungdo f.
Para cada x € 4, o tnico elemento y € B associado a x denomina-se imagem de x pela
funcdo f ou o valor assumido pela funcdo f no ponto x.

Indicamos a fun¢do fde A em B por

f:4—> B,
o dominio de f por D(f), a imagem de x pela fungdo f, por f(x) e o conjunto
{y =f(x) xe A} , chamado de conjunto imagem da fungado f, por Im(f).

Uma fung¢do fde A em B também pode ser indicada por

A 1) B

ou
f:A —-> B
x = y=fKx)
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Observacoes

1) As letras x e y que aparecem na expressao y = f(x) sdo denominadas variaveis. O valor
numérico da variavel y, em geral, ¢ determinado pelo valor de x. Por esta razdo, muitas

vezes, y € chamado de variavel dependente e x variavel independente.

2) Em geral trabalhamos com fung¢des f: 4 — B, onde A e B sdo conjuntos numéricos
earegra x> f(x) exprime o valor f{x) por meio de uma expressdao que envolve x. No
entanto, a regra que nos ensina a obter f(x), dado x, ¢ inteiramente arbitraria, desde que
cumpra as seguintes condicdes:

a) Se A ¢ o dominio de f entdo podemos obter f(x), qualquer que seja x € A .

b) A cada x € A, aregra f(x) deve fazer corresponder um unico f{x) em B.

Exemplos
l1)Sendo A={0,1,2}, B={0,2,3} e f(x) =2x, f ndo ¢ uma fungdode A em B

pois ndo existe elemento y € B tal que y =£2).
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2)Sejam A={0,1} e B={-1,0,1} e vamos considerar y=f(x) tal que y2 =x.f

ndo ¢ uma fungdode A em B pois f[1)=1 e f(1)=-1.

3)Sejam A={1,2,3}, B={0,1,2,3 }eafuncdo f:4— B talque, f{1)=0,
f2)=1,13)=2.

Observacoes

1) Devemos distinguir o significado dos simbolos x, fix) e f: f éafuncdo, x € A e
f(x) € B ¢ aimagem do elemento x pela funcdo f. Em alguns casos nos referimos a

funcdo f como sendo “a fungdo f{x)”. Por exemplo, dizemos: “a funcdo f(x)=senx”,

“a funcdo f(x)= Jx 7, ete.

2) Para se definir uma fun¢do sdo necessarios o dominio, o contra-dominio ¢ a lei de
formagdo y = f(x). No entanto, ¢ muito comum utilizar apenas a lei de formagdo para

representar f. Neste caso deve-se considerar o dominio e o contra-dominio de f como
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os mais amplos possiveis dentro do universo que se esta trabalhando. Por exemplo, ao

. . 1 . o
dizermos ‘“‘a fun¢do f(x)=—, estamos considerando a funcao
X

f:R*—>R
|

X —
X

Vejamos alguns exemplos praticos de fun¢do dados por suas respectivas leis.

Exemplos

1) Para estudar a taxa do nivel de aprendizagem dos animais, um grupo de estudantes de
Psicologia fez uma experiéncia na qual um rato branco era enviado, repetidamente,
através de um labirinto. Os estudantes notaram que o tempo requerido para o rato

. L : . 12
percorrer o labirinto, na n-ésima tentativa, era de, aproximadamente, f(n)=3+—
n

minutos.

2) No estudo das condi¢cdes ambientais de uma comunidade, concluiu-se que a taxa

média diaria de mondxido de carbono do ar ¢ de c¢(p)=0,4p+1 partes por milhdo,

quando a populacao for de p milhares.

3) Biodlogos descobriram que a velocidade do sangue arterial ¢ funcdo da distancia do
sangue ao eixo central da artéria. De acordo com tal funcdo, chamada de Lei de

Poiseuille, a velocidade (em centimetros por segundo) do sangue, que esta a r centimetros
do eixo central da artéria, é dada por s(r) = C(R* —r?), onde C ¢éuma constante ¢ R &

o raio da artéria.
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4) Se uma bola ¢ jogada de cima de um edificio com 256 metros de altura, entdo a altura

da bola (em metros), em relagdo ao solo, em cada instante ¢ (em segundos), pode ser

dada pela fungdo A(¢) = -5. t? +256, se desconsideramos a resisténcia do ar.

Igualdade de fungodes

Duas fungdes f:4—> B ¢ g:C — D sao iguais se, ¢ somente se, A=C,B=D

e f(x)=g(x), Vx e A.

Exemplo

As funcgdes
f:40, 1,2} >R
x? -9 c
x-3

g{0,1,2} —> R
X — x+3

X =

sdo iguais pois t€ém dominio e contra-dominio iguais e, além disso, f(0) = g(0) = 3,
f(l)=g(1)=4 ef(2)=g(2)=>5.

x2 -9
x-3

Por outro lado, se ndo especificamos os respectivos dominios de  f(x) =

g(x) =x+3, fica entendido, como observamos anteriormente, que D(f) =R — {3} e

D(g) = R e, portanto, f e g ndo sdo iguais.

Uma funcdo f:4 — B ¢ chamada de fung¢do real quando B — R e, de variavel

real quando A c R.

Exemplos

1) A 4rea A de um circulo é fun¢io doraior, A = 7.r>.
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2) A area de um retangulo ¢ funcdo do seu comprimento x e de sua largura y, A = xy.
3) Os juros J de uma aplicagdo ¢ funcao de quanto se aplica, o capital C, do tempo de
D S Cit
aplicacdo t e de uma taxa estabelecidai, J=—.
100

Nos exemplos anteriores temos fungdes reais de uma, duas e trés variaveis
respectivamente.

Trabalharemos com fungdes reais de uma variavel real , isto €, aquelas em que
dominio e contra-dominio sdo subconjuntos de R. Como ja salientamos, neste caso, se
conhecemos apenas a lei de formag¢dao y = f(x) fica convencionado que o dominio de f ¢

o subconjunto de R o mais amplo possivel, ou seja, o maior subconjunto de R no qual ¢

possivel determinar a imagem f{(x), e o contra-dominio de f ¢ R.

3.3. O GRAFICO DE UMA FUNCAO

Procuraremos sempre associar uma fun¢do a sua representacao grafica, mostrando
que, através do seu grafico, podemos fazer um estudo geral das suas propriedades.

Vejamos, inicialmente, uma breve revisdo sobre o produto cartesiano.

Um par ordenado P = (x, y) ¢ formado por um objeto x, chamado de primeira
coordenada de P e um objeto y chamado de segunda coordenada de P. Dois pares
ordenados P =(x,y) e Q = (u, v) serdo chamados iguais quandox =u e y =v, isto &,
quando tiverem a mesma primeira coordenada e a mesma segunda coordenada.

O produto cartesiano A x B de dois conjuntos A e B ¢ o conjunto A x B
formado por todos os pares ordenados (x, y) tais que x pertence a A e y pertence a B.
Simbolicamente:

AxB={(x,y);xe Aeye B}

Se A e B sdo conjuntos finitos, com m e n elementos respectivamente, entao o
produto cartesiano € finito e possui m.n elementos.

R x R=R?é 0 exemplo mais importante de produto cartesiano, sendo o exemplo

que deu origem a idéia geral.
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3 y

Os elementos (x, ) de R? sdo os pares ordenados de nameros reais. Eles sdo as
chamadas coordenadas cartesianas de um ponto P do plano IT, quando se fixa neste
plano um par de eixos ortogonais Ox e Oy que se interceptam no ponto O, chamado de
origem do sistema de coordenadas. A primeira coordenada do ponto P, x, ¢ chamada de
abscissa e a segunda coordenada y, ¢ chamada de ordenada. Os eixos Ox e Oy sdo
chamados respectivamente de eixos das abscissas e eixo das ordenadas.

Dado um ponto P do plano, a abscissa de P ¢ o nimero x, coordenada do pé da
perpendicular baixada de P sobre o eixo Ox, enquanto a ordenada de P ¢ a coordenada y
do pé da perpendicular baixada de P sobre Oy. Diz-se entdo que (x, y) € o par de
coordenadas do ponto P relativamente ao sistema de eixos xOy.

Os eixos Ox e Oy dividem o plano em quatro regides, chamadas quadrantes,
caracterizadas pelos sinais das coordenadas de seus pontos. No primeiro quadrante tem-se
x>0 ey >20; no segundo, x<0 e y> 0; no terceiro, x<0 e y<0; no quarto,
x> 0ey<0.

Podemos associar a cada ponto P do plano IT seu par de coordenadas, através da

funcao f:I1— R?; fiP) = (x, y). Esta funcdo traduz conceitos e propriedades

geométricos para uma linguagem algébrica e, reciprocamente, interpreta
. ~ v . . 2 r
geometricamente relacdes entre nimeros reais. Podemos dizer que R ° ¢ o modelo
o . g 2
aritmético do plano IT enquanto que IT ¢ o modelo geométrico de R “ .
Esta relacdo entre a Aritmética/Algebra de um lado, e a Geometria de outro,

permitird um melhor entendimento das fungdes reais que iremos estudar.
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O grdfico de uma fungdo f:A4— B ¢ o subconjunto G(f) do produto cartesiano A x B

formado por todos os pares ordenados (x, y), onde x € um ponto qualquer de A ey = f(x).

Simbolicamente:

G(f) = {(x,) €AxB; y = f(x)} = {(x, f(x)); x €A}.
A fim de que um subconjunto G c AxB seja o grafico de alguma fungado

f:A— B énecessario e suficiente que G cumpra as seguintes condi¢des:

Gy: Paratodo x € A existe um par ordenado (x, ) € G cuja primeira coordenada ¢ x.

Gy: Se P=(x,y) e P’=(x, ) sdo pares pertencentes a G com a mesma primeira

coordenada x, entdo y=y’, istoé, P=P’.

As condicoes G; e G, significam, em outras palavras, que para cada x € A
existe um, e somente um, y € B tal que (x,y) € G.

O grafico de uma fungdo real de variavel real f:A —>R; A c R ¢é um
subconjunto do plano cartesiano R >, logo, pode, em geral, ser visualizado como uma
linha formada pelos pontos de coordenadas (x, f(x)), quando x varia no conjunto A .

No caso de funcdes reais de uma variavel real, as condigoes G; ¢ G, tomam uma
forma mais geométrica podendo ser resumidas assim:

Seja A < R um conjunto que consideramos situado sobre o eixo horizontal. Um

subconjunto G = R? ¢ o grafico de uma fungdo f:A — R, se, e somente se, toda reta

paralela ao eixo vertical tragada a partir de um ponto de A, intercepta G num unico ponto.
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Representa o grdfico de uma fungdo Nao representa o grafico de uma fun¢do
EXERCICIOS

1) Determine o dominio das seguintes funcdes:

Q) S =2

x° =1

b) f(x)=~1+x++3-x

4-x?

O (0)= ==

d) f(x) =y~ (x* =9)?

2) Para estudar a taxa do nivel de aprendizagem dos animais, um grupo de estudantes de
Psicologia fez uma experiéncia na qual um rato branco era enviado, repetidamente,
através de um labirinto. Os estudantes notaram que o tempo requerido para o rato

. L . . . 12
percorrer o labirinto, na n-ésima tentativa, era de, aproximadamente, f(n)=3+—
n

minutos.

a) Qual o dominio da funcao dada pela sentenga f(n) =3+ 12 ?
n

b) Quais os valores para n que fazem sentido no contexto do problema?

¢) Quanto tempo o rato gastou para percorrer o labirinto na 3" tentativa?
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d) De acordo com a fungdo f, com o aumento do numero de tentativas, que acontecera
com o tempo requerido para o rato percorrer o labirinto? O rato conseguird percorrer o

labirinto em menos de trés minutos?

3) Estima-se que a populacdo de uma certa comunidade, daqui a t anos, sera de

P(t)=20- o milhares.
t+1

. 6
a) Qual o dominio da funcao dada pela sentenca P(¢) =20-— a1 ?
+

b) Daqui a 9 anos qual serd a populagdo da comunidade?
¢) De quanto crescera a populagdo durante o 9° ano?

d) Ao longo do tempo o que acontecera com essa populagdo?

4) A mudanga de temperatura de um objeto ¢ proporcional a diferenca entre a sua
temperatura ¢ a do meio ambiente (considerada constante) . Expresse essa mudanca como

funcao da temperatura do objeto.

5) A média de propagacao de uma epidemia ¢ proporcional ao nimero de pessoas que
estdo com a doenga e ao numero de pessoas que nao estdo doentes. Expresse essa média
em fun¢do do numero de pessoas que estao doentes.

(Obs. Uma grandeza z é dita diretamente proporcional a duas outras grandezas w e u
se z=k.(w.u) para algum ke R)



