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6. | FUNCAO QUADRATICA

6.1. CONSIDERACOES PRELIMINARES

Na figura abaixo, seja areta » ¢ oponto /' de um determinado plano, tal que F'

nao pertence a ». Consideremos as seguintes questdes:
e Podemos obter, nesse plano, um ponto cuja distancia a F' seja igual a sua distancia a r?
e Existem outros pontos com essa propriedade?

e Como determinar todos esses pontos?
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E facil ver que a resposta as duas primeiras perguntas é afirmativa.

O conjunto de todos esses pontos ¢ uma curva que chamamos de pardbola.

Para responder a terceira pergunta veremos uma constru¢cao com régua € compasso
de uma parabola:

Usaremos a notacdo d(P,F) e d(P,r) paraindicar as distincias de um ponto P a

um ponto /' e de um ponto P aumareta r, respectivamente.

Consideramos os semi-planos o e f
determinados por r, tal que F €3

(Ver figura ao lado).
Se P ¢ um ponto que pertence a o, entdo
d(P,F)>d(P,r),

0 que nos garante que a parabola esta

contida no semi-plano 3 .
Seja  D=d(F,r). Tragando-se um
segmento perpendicular & reta r, pelo
ponto F, o ponto médio V deste segmento
satisfaz

dV,F)y=d(V,r)=D/2.
Este ponto V pertence, portanto, a parabola.

Vejamos os demais.

Consideremos uma reta s, paralela a 7,

contida no semi-plano 3.
Se d(r,s) < D/2, ¢ facil observar que para

todo VP es, d(P,F)>d(P,r).



Se d(r,s)>D/2, s contém exatamente
dois pontos, P, e P,, da pardbola que
podem ser obtidos da seguinte forma.
Centralizamos em F um compasso com
abertura igual a distancia de » a .
Marcamos assim dois pontos P; e P,
em s tais que

d(P,F)=d(P,r)

e
d(P,,F)=d(P,,r)

(Ver figura ao lado)

Os pontos P; e P, sdo simétricos em
relagdo a reta ¢ (perpendicular a r
passando por F). Quanto mais s se
afasta de V, mais os pontos obtidos se

afastam de r ede ¢

Sao elementos da parabola:
O foco da pardbola: ponto fixo F.
A diretriz da pardbola: a reta fixa r.
O eixo de simetria da parabola: reta t, perpendicular a », passando por F'.

O vértice da parabola: ponto V, interse¢do de ¢ com a parabola.
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Propriedade notavel da parabola

Se tivermos um refletor parabolico com uma fonte de luz localizada no seu foco,
os raios que saem dessa fonte e que incidem sobre a superficie do refletor sdo refletidos
segundo retas paralelas ao eixo de simetria (ver figura abaixo). Esse ¢ o principio do
refletor parabolico usado nos fardis de automoveis e holofotes. Essa propriedade também
¢ empregada na antena parabolica e no telescopio refletor, onde os raios de luz,

considerados paralelos, de estrelas distantes se concentram no foco.

Voltando ao estudo das funcdes, podemos observar que em um sistema de
coordenadas xOy, uma determinada parabola ¢ o grafico de alguma fungao, se, e somente
se, seu eixo de simetria ¢ paralelo ao eixo Oy.

Vamos determinar a equagdo de uma pardbola cujo eixo de simetria € o eixo Oy e

possui vértice na origem. Tomemos o foco F = (0, p), com p # 0. Consequentemente, a

diretriz tem equagdo y = —p (ver figura a seguir).
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Sejam P = (x,y) um ponto qualquer da parabola e R um ponto sobre a diretriz r, de

modo que d(P,F)=d(P,R) (ver figura a seguir).

R=(x-pl 1 p <0

Usando a expressao analitica da distincia entre dois pontos, temos

d(P,F)=d(P,R) < x> +(y—p)* ={(+p)* &x’+(-p) =+p)’ e

o xP=2py=2py = x’ =4py.

: 1
Ouseja, y=-—x".
4p

Fazendo a=-—, temos y=ax".
4p
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Reciprocamente, se um ponto P = (x,y) étalque y=ax’, com a # 0, vemos

que este ponto esta sobre uma parabola de vértice na origem e eixo coincidente com Oy,

. A : 1
pois como mostram as equivaléncias acima, fazendo a = e
p

y=4ix2 =d(P,F)=d(P,R) onde F=(0,p) e R=(x,—p) =>d(P,F)=d(P,r).
P

Concluimos portanto que P = (x,y) pertence a uma parabola com vértice na

origem e eixo de simetria coincidente com o eixo Oy se, € somente se,

1
onde a =— e o foco FF=(0,p).
4p

Se a >0 (ou seja, p>0), dizemos que a concavidade da parabola esta voltada

para cima. Se a <0 (ouseja, p <0), dizemos que a concavidade da parabola esta

voltada para baixo.

Exemplo

1) A parabola y =x> tem foco F= (0,1/4) e diretriz y=-1/4.

2
2) O foco da pardbola y = —% tem coordenadas (0, -1) e sua concavidade estd voltada

para baixo.

Vejamos agora a equagdo da parabola com eixo de simetria paralelo ao eixo Oy e

vértice no ponto ( h, k).
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Consideremos um novo sistema ortogonal de coordenadas x’O’y’ com origem em

O’=(h,k) e eixos O’x’ e O’y’ paralelos a Ox e Oy respectivamente.

. ~ \.y }.r'h
} }'_r - \r."
. p {Xl-},l} k /)I X

: 0| h \ '

X

Y \p= )
k o X'
O h X

Neste sistema, P =(x',y") pertence a parabola se, e somente se,

y'=ax" D
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Sendo P=(x,y) em xOy, temos x=x+h e y=y’ +k, logo,

x'=x-hey=y-k (1D

De acordo com (I) e (II),

y—k=a(x-h)’ (I11)
Dai,

y= ax? —2ahx +ah” +k

Fazendo b = —2ah e c¢=ah® +k, temos finalmente
y=ax’ +bx+c (Iv)

Observacoes

1) Nas figuras apresentadas, os vértices foram colocados no primeiro quadrante para

melhor visualizar. Mas na dedugdo acima nao houve particularizagao.

2) A defini¢ao de concavidade de parabola com eixo de simetria paralelo a Oy ¢ a
mesma: Quando a >0, a concavidade ¢ dita “para cima”. Quando a <0, a concavidade

¢ dita “para baixo”.

Quase sempre temos uma parabola dada pela equacdo y= ax? +bx +c , €

queremos determinar o seu vértice. Vejamos como:

A partir da equagdo (IV) obtemos
y—c=a[x> +(b/a)x]=a(x+b/2a)> -b? /4a

ou ainda,
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A b.»
+—=a(x+— A\
Yt ( 2a) V)
onde chamamos
A=b? —4ac

Comparando (II) e (V), podemos concluir que (IV) com a # 0, representa uma

parabola com veértice (h,k), onde

h=-b/2a e k=-A/4a

e eixo de simetria paralelo a Oy.

Conclusdo: Dada a parabola de equagio y =ax’ +bx+c , entdo seu vértice é
-b —-A
e
2a 4a

y ax=0 a<(0

~Addal oo e

: “bi2a X
C h? A X’

]
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6.2. FUNCAO QUADRATICA

Sejam a,b,c € R,com a#0. A funcdo f:R— R tal que

f(x)=ax* +bx+c, ¥ x €R, & chamada  funcdo quadrdtica ou fungdo

polinomial do segundo grau.

Pelo exposto anteriormente, podemos afirmar que o grafico da fun¢do quadratica

¢ uma pardbola de vértice em (—b/2a,—A/4a), possui eixo de simetria paralelo ao

eixo Oy, comequacdo x=-b/2a, que,se a>0,a concavidade do grafico esta

voltada paracimae, se a <0, aconcavidade estd voltada para baixo.

. : : : , A
Além disso, se a >0 o conjunto imagem de f ¢ {—4—,+00j ; e sea<0 o
a

: : , A
conjunto imagem de f ¢ (— 00,— 4—} .
a

6.3. VALOR MAXIMO OU VALOR MINIMO DA FUNCAO QUADRATICA.

Dada f uma funcdo real, o nimero Y,, € Im(f), ¢ denominado valor mdximo
de f se, e somente se, Y,, = f(x), paratodo x € D(f) . Ontmero Y, € Im(f) ¢
valor minimo de f* se, e somente se, ¥, < f(x), paratodo x € D(f).

No caso da fungdo quadratica, pela propria forma do seu grafico, vemos que

y=—-A/4a ¢ o seu valor minimo, se a>0,¢ ¢ o seu valor maximo, se a <0.

Podemos verificar este fato analiticamente:

De (V) temos,

f(x)+%:a(x+%)2.
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Como (x+b/2a)> 20, V x € R, segue-se que, se a >0, f(x)+A/4a>0, ou seja,
f(x)>—-A/4a . Portanto o valor minimo de f ocorre com a igualdade
f(x)=-A/4a. Analogamente, se a<0, f(x)+A/4a<0,ouseja, f(x)<—-A/4a.

Portanto o valor méaximo de f ocorre quando f(x)=-A/4a.

6.4. ZEROS DA FUNCAO QUADRATICA
Dada a fungio quadratica f(x)=ax® +bx + ¢, um nimero real x para o qual

f(x)=0 éuma raiz real da equagdo ax’ +bx+c=0.

De (V) temos,
A b .,
+—= +—)".
f(x) 1 a(x 2a)
Logo, se f(x)=0 entdo
A=4a*(x+b/2a)*.

Desta ultima igualdade obtemos:

Se f(x)=0 paraalgum x e R entdo A >0, isto ¢, se A<O0 entdo f(x)=0 para

todo x € R. A fung¢do nao possui zeros se A <0.
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Se A=0,afuncdo so se anulaem x=-b/2a.
Se A >0, afuncao possui dois zeros:

_—b+\/X . _—b—\/X

X X
1 2

2a 2a

Geometricamente, o grafico de f ndo intercepta o eixo Ox, se A <0, intercepta

em um Unico ponto, se A =0 e intercepta em dois pontos se A >0.
Observamos que, sendo A >0, obtemos
~b+NA  —b-A _
2a 2a
b> — A

2

-b/a

X, tX, =

=cl/a

X;. X, =
1-%2
4a

Com isso podemos escrever:

f(x)zax2 erx+c=a(x2 +2x+£j=a(x2 —(x] +x)x+x1.xp) =
a a

=a(x2 —X|X—XX+X(Xy)=a[x(X-X)—X,(X—=X)]=

=a(x—x)(X—=X3)
6.5. SINAL DA FUNCAO QUADRATICA

Seja f(x)=ax’> +bx+c, a#0.

Recorrendo a (V) temos,
A b,
X)=———+a(x+—)".
f(x) 2 ( 261)

Portanto,
Se A<0 entdo —A/4a>0, paraocaso a>0, ¢ —A/4a<0,se a<0.
Logo,
A<O e a>0 = f(x)>0, V xeR
A<0 e a<0 = f(x)<0, V xeR

Isto ¢, f tem mesmo sinal de a.



Se A=0, f(x)=a(x+b/2a)*, portanto,

f(x)=0 & x=-b/2a, pois a=0.

Logo,
A=0ea>0 = f(x)>0, se x#—-b/2a
A=0ea<0 = f(x)<0, se x#-b/2a
Isto é, f tem o sinal de a, excetoem x = —b/a
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Se A>0, consideremos, x; € x, , oszerosde f,supondo que x; <x,. Estudemos

o sinal da expressao 4 =(x—x)(x—x,):

e Se x>ux, entdo x >x,,nestecaso x—x,>0 e x—x, >0,logo 4>0.
e Se x<x,ex>x entdo x—x,<0 e x—x,>0,logo 4<0.

e Se x<ux, entdo x <x,,nestecaso x-x,<0 e x—x <0,logo 4>0.

]
s

Usando que f(x) =a(x—x,)(x—x,), concluimos

f(x)>0

a>0 =

£(x)<0

f(x)<0

a<0 =

£(x)>0

S€

S€

S€

S€

x<x1 ou x>x2

X1 <x<Xy

x<x1 ou x>x2

X] <x<Xxy

W



Através do seu grafico € muito facil fazer o estudo de sinal de uma funcao

quadratica, como ilustramos a seguir.

e a>0:

A=0 A0

\\ v -4 +
| + | + 4 4 |
e a <0
A=) A=0 A=
Y T | + } b N Y ) - ‘V + T N ¥ i v

&
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EXERCICIOS

1) Mostre analiticamente que a fungdo f(x)=ax’ +bx+c, onde a >0 é crescente em

[-b/2a,+] e ¢ decrescente em |—o0,—b/2a].

2) Resolva as seguintes inequagoes:

a) 2x> +5x—-3<0 b) x* +2x+1<0 c) 3x*+x-720.

3) Determine os dominios das seguintes fungdes:

[2x7 +5x—3 [-3x% +x-7
a) f(x)=4—— b) f(x)=4]———.
) 1) x—1 ) %) 2x* +5x-3

4) Suponha que os freios de um automovel sdo aplicados de modo a produzir no
automovel uma forga constante, contraria ao movimento. Pode-se mostrar utilizando o
“Principio da Conservagdo da Energia” que o deslocamento D do automoével, desde o
inicio da freagem até a sua parada completa ¢ diretamente proporcional ao quadrado da
velocidade ¥ com que estava o veiculo quando o freio foi acionado. Assim temos:
D=kV?

onde & € uma constante que depende da massa e da forga aplicada. Determine k para este
automovel, sabendo que para V' = 32 km/h, o valor do deslocamento, D, ¢ igual a 8 km.
Construa o grafico de D em funcdo de V, para V"> 0. Qual o valor de D quando V' = 80
km/h?
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5) Um projétil lancado da origem O = (0,0) segundo um referencial dado, percorre uma
trajetoria parabolica representada por y =ax” +bx. Sabendo que o projétil atinge sua

altura maxima no ponto (2,4), escreva a equacao dessa parabola.

6) Uma pedra ¢ langada do solo verticalmente para cima. Ao fim de ¢ segundos, atinge a

altura 4 (em metros) dada por h = 40t — 5t* .

a) Calcule a posicao da pedra no instante ¢ = 2 seg .

b) Calcule o instante em que a pedra passa pela posicao 75 m, durante a subida.
c¢) Determine a altura méxima que a pedra atinge.

d) Construa o grafico de 4 em fungao de 7, observando o dominio de / neste problema.

7) Quais as dimensdes do retangulo de maior area que se pode construir com um fio de

comprimento p?

8) Dentre os numeros positivos que somados dao 6, determine aqueles cuja soma dos

quadrados seja minima.

9) Para que um remédio produza o efeito desejado, sua concentragdo na corrente
sanguinea deve estar acima de um certo valor, o nivel terapéutico minimo. Suponhamos

21t

que a concentragdao de um remédio ¢ horas apos ser ingerido seja dada por C = m
t+

mg/l. Se o nivel terapéutico minimo ¢ 3 mg/l, determine quando este nivel é excedido.

10) O prego do custo do pao de farinha integral é de R$ 0,50 cada. Um padeiro calcula

que, se vender cada pao por x reais, os consumidores comprardao 100(3 —x) paes por dia.

Qual ¢ o preco de venda do pdo que maximiza o lucro do padeiro?



