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12. | FUNCOES INJETORAS. FUNCOES SOBREJETORAS

12.1 FUNCOES INJETORAS

Definicao

Dizemos que uma fung¢do f: 4 — B ¢ injetora quando para quaisquer elementos X; € X,
de A, fix;) = flx;) implica x; =x; . Em outras palavras, quando x;#x; ,em A, implica

f(xl) * f(xz).

Exemplos

1) Sejam as fungodes definidas pelos diagramas:

A

Entdo, apenas f e g sdo fungdes injetoras. A funcdo 4 ¢ tal que 4 (1) = h(2), logo ndo ¢

injetora.
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2) A fungdo afim f(x)=ax+b com a # 0, ¢ injetora.
De fato, para todos x; e x; em R, temos
fix) = fixy)) © axy tbh=ax tbsax =axn; &
Saxy-ax =0 a(x; -x)=0.

Como a.(x; -x2)=0, com a# 0, entdo (x; -x,)=0 ¢ portanto x; =x; .

2x +1

3) A fungdo f : R — {1} - R — {2} definida por f(x) = ¢ injetora.

De fato, dados x; € x, em R — {1}, temos

2X1+1_2X2 +1

Sx) = fix) &

©2X1X2 —2X1 +X2 —1:2X1X2 —2X2 +X1 -1
Xl—l X2—1

= 3X2 :3X1 <:’>X1 =X3.

4) Exploraremos a seguir aspectos mais geométricos da injetividade.

Evidentemente, uma fung¢do fi 4 — B ¢ injetora se, e somente se, para todo b € B, a equagdo f
(x) = b possui no maximo uma solucdo a € A. Logo, se 4 e B sdo subconjuntos de R, f: 4 —
B ¢ injetora se, e somente se, para toda reta y = b, b € B, a intersecdo do grafico de f com
essa reta ocorre em no maximo um ponto. Em vista disto temos:

e Se f eg sdo funcdes cujos graficos sdo representados por,

[

Y

Grafico de | Grafico de g

entdo f ndo € injetora e g ¢ injetora.

e A funcio quadratica f(x)=ax’*+bx+c, a # 0, ( exemplos de graficos a seguir) ndo ¢

injetora.
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Isto se deve ao fato do seu grafico ser simétrico em relagdo a reta x = -b/(2a).

12.2 FUNCOES SOBREJETORAS

Dizemos que uma fungdo f: A — B sobrejetora quando para todo y € B, existe pelo

menos um x € A tal que f{x) =y.

Exemplos

1) Considere as fungdes f, g e h definidas pelos diagramas:

A

f B ¢
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F

As fungdes f e g sdo sobrejetoras porque, em ambos 0s casos, 0 conjunto imagem ¢ igual ao

contradominio. O mesmo ndo ocorre com a fungdo 4 e portanto ela nao ¢ sobrejetora.

2) A funcdo afim f: R— R definida por f(x)=ax+b, a#0, é sobrejetora.

Dado y e R, exibiremos x € R talque fix)=y. Se ye R entdo x= Y ¢ um nimero

a

real tal que

f(x):a.[y_bj+b:y.
a

3) Exploraremos a seguir aspectos mais geométricos da sobrejetividade.

Evidentemente, uma funcdo f: 4 —> B ¢& sobrejetora se, e somente se, para todo b € B, a
equacdo f (x) = b possui pelo menos uma solucdo a € A. Logo, se 4 e B sdo subconjuntos de
R, ff4—> B ¢ sobrejetora se, e somente se, a intersecdo entre o grafico de f eareta y =,
paratodo b €B ¢ diferente do vazio.

Usando este critério temos:

Se f:[0,c]—[a,b] e g:[0,c]>[a,b] sdo fungdes cujos graficos sdo representados a seguir

entdo f ¢é sobrejetorae g ndo ¢ sobrejetora.
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Grafico de f Grdfico de g

A funcio quadratica f{x) =ax’ +bx + ¢, a #0, nio ¢ sobrejetora, mas a fungdo

g R—> {;—A ,+ oo} , tal que g(x)=ax>+bx+c, a>0, & sobrejetora.
a

4) A funcdo f:N — N definida por f{x) =x + 1 ( veja figura abaixo ) ndo ¢ sobrejetora. De
fato,
fx)=0 & x+1=0 & x=-1.

Como -1 ¢ N, entdo ndo existe xe N tal que f{x)=0.
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2x+1

5) A fungdo fiR — {1} — R definida por f(x)= nao € sobrejetora.

2x+1
x—1

De fato, se y esta no conjunto imagem de f, Im(f), entdo existe x € R — {1} tal que y = e,

consequentemente,
y-2).x=1+y. (D
Fazendo y =2 em (I) temos: 0 = 3, uma contradi¢do. Logo, 2¢ Im(f).

2x+1 :
" ¢ sobrejetora.

Observe que a fungdo f : R — {1} —> R - {2} definida por f(x)= al
x —
6) Seja f: R — |- o0,—1[U[0,+00[ definida por

f(x):{(x—l)z se x>1 ’

x—2 se x<1

cujo grafico é dado a seguir

Mostraremos, através da definicdo, que f € sobrejetora.
Dado y e CD(f), vamos distinguir dois casos:

1°caso. y €[0,+ ).

Tomando x= /y +1 temos que x > 1 ¢ entdo,

f(x):(x—l)zz(ﬁ +1 —1)2 =.
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2°caso. y €(—o0,~1). Tomando x=y+2 temos que x< 1 e entdo,
fX)=x-2=(@-2)+2=y.

Portanto /¢ sobrejetora.

Proposicao

Se f: A—> B ¢ g: B— C sio fungdes sobrejetoras, entdo g o f € sobrejetora.

D] Seja z € C, um elemento qualquer. Como g ¢ sobrejetora, existe

y € B tal que g(y) =z. Sendo f também sobrejetorae y € B, existe x € A tal que flx)=y.
Logo, (g0 /)(x) =g(flx)) =g() = z.

12. 3 FUNCOES BIJETORAS

Definicao

Uma fun¢do f: A - B chama-se bijetora (ou bijetiva) quando € injetora e sobrejetora ao

mesmo tempo.

Exemplos

1) Sejam as funcdes f, g e & definidas pelos diagramas:
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A funcdo f ¢ bijetora porque €, a0 mesmo tempo, injetora e sobrejetora. A funcdo g ndo

¢ bijetora porque nao € sobrejetora. A fungdo 4 nao € bijetora porque ndo € injetora.

2) A funcdo identidade id: A — A definida por id(x) =x, para todo

xe A, ¢ amais simples das fungdes bijetoras.

3) A funcdo afim f(x) = ax + b, a # 0, ¢ bijetora porque, como ja foi visto, & injetora e

sobrejetora.

4) A fungdo quadratica f{x) = ax’ + bx + ¢, a # 0, ndo ¢é bijetora porque nio ¢ injetora (ou porque

ndo ¢ sobrejetora).

5) Evidentemente, uma fun¢do f: 4 — B ¢ bijetora se, e somente se, para todo b € B, a
equacdo f(x) = b possui uma Unica solugdo a € A. Logo, se 4 e B sdo subconjuntos de R, f:
A — B ¢ bijetora se, e somente se, para todareta y = b, b €B, a intersecdo do grafico de f

com essa reta ocorre em um Unico ponto.

Proposicao

Se f:A—> B e g: B— C sdo funcdes bijetoras, entdo g o f: A — C ¢ bijetora.
D] Ja vimos que composta de fungdes injetoras ¢ injetora e que a composta de funcdes
sobrejetoras é sobrejetora; logo se f: A - B e g: B — C sfo fungdes bijetoras, entdo go f:

A — C ¢ bijetora.
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12.4 FUNCAO INVERSA

Consideremos as fungdes, f, g e A, definidas pelos diagramas

E possivel obtermos fungdes de B em A, oude D em C, ouaindade F em E,
invertendo os sentidos das flechas?
Podemos observar que s6 ¢ possivel no caso da fungdo f Para as fungdes g e 4, a

definicdo de fung¢do nio ¢é satisfeita.

Definicao

Dizemos que a funcdo g: B — A ¢ a inversa da fungdo f: A — B, quando

g(fix)) =x paratodox € A e f(g(yv)) =y paratodoy € B.
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Decorre da definigao:
1) gof =1ds e fog=1Ids.
2) y = f(x), se somente se, X = g(y), para todo x € A e paratodo y € B.

3) g é ainversa de f, se e somente se, f ¢ a inversa de g.

Da igualdade g(f{x)) = x, para todo xe A, segue que f ¢ injetora, pois para todo x; e x, €
A, flx) =flx) = g(fix) = g(fixy)) = x; =x,. Ese lg(y)) =y paratodo y € B, temos que [
¢ sobrejetora pois, dado y € B, arbitrario, podemos tomar x =g(y) € A e temos fix) =fg(y))
=y.

Logo, se f; A — B possui um inversa entdo f ¢ bijetora.

Por outro lado, se f: A — B ¢ bijetora entdo possui uma inversa g: B — A. De fato,
como f ¢ bijetora para cada y € B, existe um tnico x € A, tal que y = f(x), definamos g: B —> A
como sendo g(y) = x. E claro que g(f(x)) =x e flg(v)) =y para quaisquer xe A ¢ ye B..

Concluimos assim, que

Uma fungdo f: A — B bijetora, se e somente se, possui um inversa g: B — A.

Quando g: B —> A ¢éainversade 2 A > B, escrevemos g = f_l.

Exemplos:
1) A fungdo f:R - {1} —> R - {2} definida por f(x)= 2ot ¢ bijetora (j4 foi provado
x_
anteriormente), a sua inversa ¢ a fungdo g: R — {2} —> R - {1}, definida por g(x) = X +; )
X —
2x+1 2(“;]“
De fato, g(f(x)) = 2’;1—11_2 =X, paratodox € R— {1} e f(g(x)) = ;:J:—l_l =X,
x—1 x—=2

paratodo x € R — {2}.

2) Dadas as fungdes f: R — [O,+oo) e g [0,+oo)—> R definidas por f{x)=x" e g(») =\/; , temos

que flg(v)) =y paratodo y > 0. No entanto, g(fix)) so6 ¢ igual a x quandox >0. Se x for
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negativo, g(flx) = Vx? = |x| = -x. Logo g nao ¢ a inversa de f. Na verdade, f nio possui
inversa, pois ndo € injetora.
Se considerarmos a fungdo F: [0, +%) — [0, +90), restricdo de fa [0, +0), temos que

/¢ bijetora, e sua inversa ¢ a fun¢do G: [0, +©) — [0, +0), dada por G(y) =\/; , porque

GEC) = Vx? =x ¢ FGO) =y ) =».

Grafico da funcio inversa

Existe uma relagdo interessante entre o grafico de uma funcdo f'e o de sua inversa f -1
Notemos da equivaléncia, y =f{x) & x= f _1( y) que o ponto P = (x,y) estd no grafico de f se,

e somente se, o ponto Q = (y,x) estd no grafico de f -1

Vejamos uma ilustragdo desta situacdo:

Como podemos observar os pontos P e Q sdo simétricos em relagdo a retar (1* bissetriz )

e portanto o grafico da fungdo f ¢ simétrico ao grafico de sua inversa f 1 em relagdo a 1°

bissetriz.
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LISTA DE EXERCICIOS
1) Dadas as fungdes g(x) = (x + 1)2 ¢ f(x)=+/x, determine fog .

2) Um exportador de café calcula que os consumidores comprardo , aproximadamente, [

(p) = 4,374 / p* quilogramas de café por semana, quando o prego é de p Reais por quilograma.

Estima-se que, daqui a ¢ semanas, o prego do café sera de p(¢) = 0,04t + 0,2/ +5 Reais

por quilograma. Expresse o consumo semanal de café como funcéo de .

3) Nos exemplos a seguir, determine gof :

a) f(x)=1-1/x e gx)=1/(1-x)

2
b) g(x){" sex=l o ro=1/x

—-x—-1 se x<l1

4) Use a defini¢do para verificar que as fungdes a seguir sdo injetoras:

a) f:R—{—1} > R— {3} definida por f(x)=(3x+2)/(x+1)

b) f:R*> — R* definida por f(x,y)=(2x,3y)
5) No exercicio anterior use a defini¢do para verificar que as fun¢des dadas sdo sobrejetoras.
6) Determine as fungdes inversas das fungoes dadas no exercicio 4).

7) Esboce o grafico e classifique cada uma das fungdes seguintes em :
i) Injetora  ii) Sobrejetora  iii) Bijetora iv) Nao injetora e ndo sobrejetora.

a) f:R— R definidapor f(x)= x.|x - 1| .

¥+l sex>1

b) f:R — R definida por f(x)=
x+1 se x<l

8) Dadas as fungdes f(x) e g(x), reais e de varidveis reais, mostre que:

a) fix) e g(x) crescentes = (gof) (x) € crescente.
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b) fix) e g(x) decrescentes = (gof) (x) ¢ crescente.
c) f(x) decrescente (crescente) e g(x) crescente (decrescente) = (gof) (x) ¢ decrescente.
(Observe que valem resultados andlogos quando se substitui crescente e decrescente,

respectivamente, por estritamente crescente e estritamente decrescente)

9) Um baldo de ar quente ¢ liberado a 1 hora da tarde e sobe verticalmente a razdo de 2m/s. Um
ponto de observacdo esta situado a 100m do ponto do chio diretamente abaixo do baldo (veja
figura). Sendo t o tempo em segundos, apds 1 da tarde, exprima a distancia d do baldo ao ponto

de observacdo em fungdo de t.

10) As posicoes relativas de uma pista de aeroporto e de uma torre de controle de 6,1m de altura
sdo ilustradas na proxima figura. A cabeceira da pista esta a uma distancia perpendicular de 100
metros da base da torre. Se x € a distancia percorrida na pista por um avido, expresse a distancia

d entre o avido e a torre de controle como fungao de x.



