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2. | MODULO DE UM NUMERO REAL

3

Dado x € R, definimos o modulo (ou valor absoluto) de x, e indicamos por |x

CcOmo seguc:

||_ x, sex=0
x_—x, se x<0

Interpretacdo Geométrica

O valor absoluto de um nimero x ¢, na reta, a distancia entre o ponto x e a origem.

v

Isto ¢, |x| corresponde a distancia do ponto x ao ponto 0.
Se os numeros reais x e ) estdo associados aos pontos X e Y na reta real, ou

seja, sdo as coordenadas de X e Y, entdo |x — y| corresponde a distancia do ponto X

ao ponto Y.

|x -]

Esta interpretacdo como distancia sera de grande utilidade para que se possa

enxergar intuitivamente o significado de algumas questdes envolvendo médulo.
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Observacoes

1) Temos da definicao que |x| >0,VxeR.
2) e = |-
3) Decorre também da defini¢do que |x| ¢ 0 maior dos numeros x € —x, 0 que ¢

indicado como |x| = max {—x, x}. Portanto, xs|x| e —xS|x, 0 que equivale a

—|x|£x£|x

, Vx eR.

4) E importante lembrar que o simbolo ~a, @ >0, ¢ definido como sendo o tnico

, 5 : 2 _ s . 2 _
nimero x ndo negativo tal que x° = a . Da defini¢do de raiz quadrada, temos Vx~ = |x| .
De fato,

\/x2 =y,y20:>y2=X2:> y—x)(y+x)=0=

y = X, neste caso, x =0 7
= , = Jx° =y=[x|
y = —Xx, neste caso, -x >0, ouseja, x <0

: , ] 52
Notemos a diferenca deste fato com o calculo das raizes da equacdo x” =a que

sio x=+a e x=—/a.
Por exemplo, /9 = \/3_2 = |3| e V9 =4/(=3)?% = |— 3|. Por outro lado,

x2=9:>\/X72=\/§:>|x|=3:>x=i3.

Exemplo

Vamos resolver as seguintes equacoes:
) [2x+1=5

Temos que

2x+1=5 ou 2x+1=-5

e, portanto, x =2 ou x =—3 e o conjunto solu¢ao da equacao ¢ S= {-3,2 }.
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2) |9x + 2| =-3
Nao existe x pertencente a R tal que | 9x+2| <0, logo o conjunto-solucao da

equacado € o vazio, S=.

3) |x—x0|: g,com >0
Temos que X—Xp=& OUu X—Xxp=—¢&, 0 que equivale a
x=xp+& ou x=xy—¢. Usando a interpretagdo geométrica, |x - x0| =& significa

que o numero x (ou o ponto a ele associado no eixo real) esta a uma distancia € de x,.

Xo- € X, x,t e
Consideremos agora algumas inequacoes e suas resolugdes.
Exemplos

1) |x| <3
Da interpretagdo geométrica de |x| temos que a distancia de x a origem deve ser

menor que 3.

Assim, —3<x < 3.

Chegamos a mesma conclusao usando o fato que |x| =max {—x, x} <3. Logo,

—-x<3 ex<3, oqueequivalea —3<x<3.
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2) |x| >4
Ainda usando a interpretagdo geométrica temos que a distancia de x a origem deve

ser maior que 4.

Assim, x<—4 ou x>4.

Usando o fato que |x| = max {—x, x } >4, temos —x >4 ou x > 4, ou seja,

x<—-4 oux>4.

A interpretacdo que demos para os exemplos anteriores ¢ geral, conforme mostram

as proposicoes seguintes.
Proposi¢ao 2.1. Dados a R, a>0 e x eR;

X|<a & -—a<x<a

D]

1) Mostraremos que |x|<a = —a<x<a.
Usando que |x| = max {—x, x }, temos que

—xS|x|<a:>x>—a (D)

xs|x|<a:>x<a (1)

De (I)e (II) concluimos —a<x<a

2) Mostraremos que —a<x<a = |x| <a.

i) Se x>0 entdo |x|=x. Porhipotese x <a, logo |x|<a.
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i1) Se x <0 entdo |x| =—x. Por hipdtese —a <x, ouseja, —x<a. Assim, |x| <a.

Observacao

Na hipotese da Proposicao 2.1. temos a>0. Se a <0 temos uma inequacao sem

solucdo |x| <a<0.

Proposicao 2.2. Dados a€R, a>0 ¢ x eR;

x|>a & x<-aoux>a

D]
1) Mostraremos que |x| >a = x<-a ou x>a.
i) Se x>0 entdo |[x|=x ecomo |x|>a, temos x> a.

11) Se x <0 entao, —x:|x|>a, istoé, —x>a, ouseja, x<—a.

2) Mostraremos que x<-a ou x>a = |x| >a.
Usando que |x| = max {—x, x }, temos que
a<x£|x|:>|x|>a ou

a<—x£|x|:>|x|>a

Observacao

Na hipotese da Proposicao 2.2. temos a>0. Se a<0, todo x e R ¢ solucdo da

inequagao |x| >a esea=0,todo x e R* ¢ solucao da inequagao |x| >0
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Exemplos
Vamos resolver as seguintes inequagoes:

1) [2x-5<3

2x-5<3 & -3<2x-5<3 & 2<2x<8 & 1<x<4.

2) [6—-2x]>7

6-2x]27 & 6-2x27 ou 6-2x<-7 & -2x21ou -2x<-13 &

3) x—xg|< e, >0
x—x|<&e < —e<x-—xy<& < xg—E<x<x t+&
A interpretagdo geométrica nos diz que que a distancia de x a x, ¢ menor que &, logo x

deve estar entre xo—¢& € xo+ & ouseja, X € | xo—&xo+ & .

Xo- € X, x, T e

4) |x—xg|>&, €>0
[x—xp| > & x—Xg<—g0UX—x;>E S X<X)—EOU X>x)+E
A interpretacdo geométrica nos diz que que a distancia de x a x, € maior que & logo x

deve estar antes de x) — & ou depois de xy+ g, ouseja, X € |—00,x,— & U ]xy + &,+0]
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Proposiciio 2.3. Dados x,y € R, temos que |x.y|=|x].[y].

D]

Temos trés casos a considerar.

i) Se x>0 e y>0, temos x.y >0, portanto,

x.y|=x.y:|x|.|y|.

1) Se x<0 e y<0, temos x.y>0, e portanto,

x.y| =x.y=(—x).(-y) = |x||y| .

iii))Se x>0 e y<0, temos x.y <0, e portanto, x.y|:—(x.y):x.(—y):|x|.|y|.

Observacao

Se ja sdo conhecidas as propriedades das raizes podemos demonstrar, mais diretamente,

COmo a seguir:

|x.y|=\/(x.y)2 = xz.y2 =\/x72.\/y72=|x|.|y|

x‘ X

Proposicao 2.4. Dados x,y €R, y#0, temos que = | | .
Yoy

D]

, (que pode ser facilmente demonstrado separando-se em

Usando o fato que i: ‘l
by

dois casos: y>0 e y<0) ea Proposigdo 2.3. temos:

Proposic¢ao 2.5. (Desigualdade Triangular). Dados x,y € R, temos que |x + y| < |x| + | y| :
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D]

Temos trés casos a considerar.

1) Se x>0 e y>0 temos x+y >0 e, portanto,
x+y] = x+y = |[x|+]y|
ii))Se x<0 e y<0 entdo x+y<0, portanto,
|x+y| = —(x+y) = —x—y = |x|+|y|

i11)) Se x>0 e y <0, temos

y<—y:|y, —xSx:|x| e x+y=20 ou x+y<0.
Dai,

se x+y 20, entdo |x+y[=x+y<x+(-y)=|x+[y]
e

se x+y<0, entdo |x+)|=—(x+y)=-x+(-y)<|x|+]y|
Observaciao

A desigualdade triangular tem esse nome devido a sua interpretacdo geométrica no plano:
Dado o tridngulo ABC e considerando AB=1x, AC= y, temos que BC<x+ y. A

igualdade ocorre quando os pontos A, B e C sao colineares.

EXERCICIOS

1) Resolva:



a) [x]+]x -3 =8-x
b) [5x+4|> 4

¢) x—2|-[x-4|<1-x
d) [x+1+]x—2/>4

|x+1|<2

) 2x-1 "

2) Prove que para todo x, y € R, valem as seguintes relagoes:

1t

a) ,y#=0

b) x| <[x|+[y

©) b= <=
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