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5. |EQUACOES E INEQUACOES
EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS

5.1. EQUACOES EXPONENCIAIS

Equagdes que envolvem termos em que a incognita aparece no expoente sao

chamadas de equagoes exponenciais. Por exemplo,

X
2x=i; (%) =225, 4%-2%-2=0

Apresentaremos a seguir alguns exemplos de equacdes com a respectiva solucao.
Na maioria dos casos a aplicagao das propriedades de poténcias reduz as equacgdes a uma

igualdade de poténcias da mesma base

aX:aOL

o que, usando o fato que a fung¢ao exponencial ¢ injetora, nos permite concluir
X _ .0 _ *
a*=a =>x=a ,acR, —{l}

e portanto, resolver a equagao.

Exemplos

1) Resolver as seguintes equagdes exponenciais
a) 2* =16

Solugao:

2X =162 =2 =>x=4

L S={4}.
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b) (100)* = 0,001

Solugao:

(100)* = 0,001 = (10)** =(10) > = 2x=-3=x = _73

g s={—§}.

C) 54X—1 _54X _54X+1 +54X+2 — 480

Solucao:
sl _ghx _ghrl | g2 490 54"(5‘1 —1—5+52) — 480 = 54"(9—56) — 480 =

1
54":25:>54"=52:>4x:2:>X:5

N | —

d) 9% +3*1 =4

Solugao:
0¥ 43" =4 =37 133 4=0
Fazendo y = 3% temos:
y2 +3y-4=0<y=1 ou y=-4
Observemos que y = —4 ndo satisfaz porque y =3* > 0.
Dey =1, temos:
3*=1=3"=x=0

. S=1{0).
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e) 5.02)% = 4%.

Solugao:
4 X
5.(2)X=4X.:(5j =5=2% =5=x=1log,5

- S={log,5}

2) Resolver em R as equagdes:

Solugao:

Inicialmente vamos verificar se 0 ou 1 sdo solucdes da equagdo. Como ndo se define 02 ,
x = (0 ndo ¢ solucao da equacao.

Fazendo x = 1 na equagdo obtemos 1'=10 que ¢ uma identidade e portanto, x =1 ¢

solucdo. Supondo x>0 e x # 1, podemos usar a injetividade da fungdo exponencial

2
XX 2 o1=x2-2=0=>x=42
S S={12}.

b) x4 =x
Solucao:

Examinemos inicialmente se 0 ou 1 sdo solu¢des da equagao
04 =0=x=0 ¢ solugdo
PP=1=x=1 ¢ solucao

Ribeiro A., Prates E., Vergasta E., Dominguez G., Freire 1., Borges L., Mascarenhas M.



60

Supondo x> 0ex # 1 temos

x 42 =x:>4—2x:1:>x=%

3
L 8={0L=
10123

5.2. EQUACOES LOGARITMICAS

As equacgodes envolvendo logaritmos sdo chamadas de equagoes logaritmicas e sao
resolvidas aplicando-se propriedades dos logaritmos e o fato da funcdo logaritmica ser
injetora. Assim, procuramos escrever todos os logaritmos envolvidos numa mesma base e

usamos a condi¢ao
log,x =log,0o = x=q

Além disto, devemos inicialmente analisar as condi¢coes de existéncia dos

logaritmos, levando-se em conta os dominios de defini¢dao do logaritmo e da base.
Exemplos
Resolva as seguintes equacoes:

1) 10g3(x+ 2) =1+log,/3x

Solugao:
Condigodes de existéncia:
x+2>0ex >0=>x>0 (1)

Temos
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logs(x+2)=1+log;;x = log;(x+2)=log;3—log;x = log;(x+2) = log{é) =
X

k42222 x2 42x-3=0=>x=-3 ou x = 1 (11)
X

De (I) e (II') temos que a solugdo da equagdo ¢:

S={1}
2) log,x + : =2
&3 log,, 9
Solucao:
Condigdes de existéncia:
x>0 e3x;t1<:>x>Oex;t% (1)
Temos
1 + 2=1 +logy3x=2=1 +10g33X log.3> =
0g, X = og.Xx +logy3x = 0g, X =lo
83 log;, 9 83 29 83 log;9 83
log,3x
log,x + &3 =10g39:log3x+10g3\/3_x=10g39:>10g3(xx/3_x):10g39:>

_ 2 32 3 3 _
X 3x-9:>(x 3x) =92 =3x°=81=> x> =27=>x=3 (11)

De (I) e (II') temos que a solu¢ao da equagdo ¢ S={3}.

3) x'°82% = 4x

Solugao:

Condicao de existéncia: x>0 (1)
x1082% _ 4 10g2(x10gzx) = log2(4x) = (log2 x)(log2 x) =log,4 +log,x =

Fazendo log,x =y, obtemos:
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yz—y—2:O:y:2 ouy= —-1= log,x=2 ou log,x=-1=

x=4 ou X=l.
2

De (I) e (II') temos que a solucdo da equacao é: S = { %,4 3.

4) (X)logx(x+3) _7

Solugao:
Condigodes de existéncia:
x>0, x#lex>-3 ©x>0ex # 1 (1)

Temos
(x)8x0*) 7= x13=7=x=4 (1)

De (I) e (II') temos que a solu¢do da equagdao é: S={4}.
5) log (972 +7) =2+ log, (37 +1)

Solugao:

9X—2 3X-2

Condigdes de existéncia: como +7>0 ¢ +1>0 V xe R, concluimos que

a equagao esta definida para todo numero real x.

Vejamos:

10g2(9x_2 +7) - 2+10g2(3X_2 4 1) SN 10g2(9x_2 4 7) - log24+10g2(3x_2 + 1) SN
log(9% 72 +7) =log, (4(3* 2 +1)) = 9* 2 47432 44

32X 374 1743537244,
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Fazendo 3" =y obtemos a equagio y2 —36y+243 =0, que tem como solucdo y =9 ou
y=27.

Portanto,
3¥=90=>x=2

3*=27T=x=3

Assim, a solucdo da equacao ¢: S={2,3}.

5.3. INEQUAGCOES EXPONENCIAIS

Inequagdes que envolvem termos em que a incoOgnita aparece no expoente sao

inequagoes exponenciais. Por exemplos

5% >20; 3°* <%; 4* —6.2* +8<0.

Assim como no caso das equacdes exponenciais, em geral, as inequagdes podem
ser reduzidas a uma desigualdade de poténcias de mesma base, através da aplicacdo das

propriedades de poténcias. Usamos entdo a Proposicao 4.2:
i) Sea>1lea”l <a*2entdo x; < x,

ii)Se 0<a<lea™ <a*Zentdo x; > x,
Em outros casos a inequagao ¢ resolvida com a aplicacao dos logaritmos.

Exemplos

1) Resolver as seguintes inequagdes exponenciais:
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a) |=| >—
3 81
Solugao:

B >a=0>0)

Como a base ¢ menor que 1, temos que x < 4.

v S=]-004 .

b) 4* -6.2* +8<0

Solugao:
2
4X—6.2"+8<0:>(2") —62%+8<0
Fazendo, 2* =y, temos

y2—6y+8<0=>2<y<4=2<2%<2?

Como a base ¢ maior que 1, entdo 1 <x <2
SoS =112

c) 3* <5

Solucao:
Aplicando logaritmo na base 3 nos dois lados da desigualdade e conservando o sinal da

desigualdade uma vez que a base do logaritmo ¢ maior que 1 temos
3 <5 10g3(3x) <log;5= x <log;5

5 S = ]-oo,log, 3
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4x-3

2) Resolver em R, ainequagdo x <1

Solugao:
Devemos considerar trés casos:

1) Vamos verificar se 0 ou 1 sdo solucdes da inequagao.
Como 07> nio esta definido, x = 0 ndo ¢ solugdo da inequagao.
Se x=1,temos 1* <1 o que ndo se verifica, logo x =1 ndo € solugdo. A solugdo neste
caso ¢ S; =d.

i) x>1 (1)

X4X_3<1:>X4X_3<x0:>4x—3<O:>X<% (1II)

A solucdo neste caso deve satisfazer simultanecamente (1) e (Il ), portanto a solucao
Sz = @ .
iii)0<x<1 (III)

X4X_3<1:>X4X_3<X0:>4X—3>0:>X>% (IV)

A solugdo neste caso deve satisfazer simultaneamente ( IIl ) e ( IV ), portanto
3
Sy =]-.1[.
3 =] 4 [

A solugdo da inequagdo ¢ S=S; US, US; :]%,1[ .

5.4. INEQUACOES LOGARITMICAS

Para resolvermos inequacdes envolvendo logaritmos, procuramos colocar os
logaritmos numa mesma base, usando as propriedades, analisamos as condicdes de

existéncia e usamos as implicacoes
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i) Paraa> 1, log, x| <log,x, = x| <X,

i) Para 0 <a<1, log,x; >log,x, = x| > X,

Exemplos

Resolva as seguintes inequacdes logaritmicas:
1) log, 5 (x* ~x~3/4)>2-log,5

Solugao:
Condi¢ao de existéncia:

xz—x—3/4>0<:>xe]—oo,—1/2[u]3/2,+oo[ (1)
Temos,

log (X = x=3/4) > 2~ log, 5= ~log, (x? ~x~3/4] > log, 4 ~ log, 5=
= logz(x2 —x—3/4) <log,(5/4)=

—x>-x-3/4<5/4=>x>-x-2<0=>x¢]-1,7[ (1)

De (I) e (II') concluimos que a solucdo da inequagdo ¢

1 3
S=]-1,——[ v ]=.2[.
] 2[ ]2 [
2) logs(x—2)+;>log52
log 33
Solucao:
Condigoes de existéncia:
x=2>0ex-3>0ex-3#1 ©x>3 ¢ x # 4 (1)
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Consideremos

1
logs(x—2)+— >logs2 = logs(x— 2)+ logs(x—3) >logs2 =
log 33

:>10g5(x—2)(x—3)>log52:>(X—2)(X—3)>2:>x2 -5x+4>0=>
=>Xx€]-w,l U J4,+o (11)

De (I) e (II') concluimos que a solucdo da inequagao ¢

S= ]4,+too[.
3) [2+log,x/>3
Solugao:
Condi¢ao de existéncia:
x>0 (D)

Vejamos:

‘2+logzx‘23:>2+logzxz3 ou 2+log,x<-3 = log,x=1 ou log,x<-5=
= log,x>1log,2 ou 10g2x£10g22_5:>

—x>2 ou x<27 (1)

De (I) e (II') concluimos que a soluc¢ao da inequagao ¢

S= 1027 U [2,+oq.

4y x(23%) < gy

Solucao:
Condi¢ao de existéncia:

x>0 (L)
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Temos
«23%) < gy 10g3(x(10g3x)) <log;(9x) = (log;x)(log;x) < log9 +log;x =
Fazendo log;x =y, obtemos

yP—y-2<0=-1<y<2=log,3 ' <log;x<log,9==3"<x<9 (I

De (I) e (II') concluimos que a solucdo da inequagao ¢

1
S=[-.,9].
[3 ]
5) x°&*+1 5 100x
Solucao:
Condi¢ao de existéncia:
x>0 (D)

Assim

xE > 100x = X1 x > 100x = x5 > 100 = log{x"*%* ) > 10g 100 =

(logx)2 >2=logx>+2 ou logx < —+/2=x> 102 0u x < 1072 (1I)
De (I) e (II') concluimos que a solugao da inequagao ¢:

S=10,107Y2[ U 110¥2 4o[ .

4) log,(x—-1)< log(x_l)Z

Solugao:
Condigodes de existéncia:

x—1>0 e x-1#1 < x>1 e x # 2 (1)
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Assim,

1
10g2 (X— 1) < log(X_1)2 = IOgZ(X— 1) < lOg(Tl)
2

Fazendo log,(x—1) =y, obtemos

1 21
yS—:>y——£0:>y
y y y

<0=y<-1oul0<y<l=

log,(x-1)<-1 ou 0 < log,(x-1)<1 =

logz(x—1)£10g22'1 ou log,1 < log,(x-1)<log,2 =

X—IS% ou 1 <x-1<2=

:xé% ou 2<x<3 (1)
De (I) e (II') concluimos que a solucao da inequacgao ¢:

S = ]1,%] U 12,3]

5.5. EXERCICIOS

5.1. Resolva as seguintes equagdes exponenciais:

a) H ¥ =x-16 _ ¢ by 23¥+2 g2X-T7 _ 4%~
c) 3.2% =521 4 50%T3 ¥t — 9 d) 22 +2¥"= g0
2
e) 3% - il =4, 31 f) x* 72 =1 (emIR.)
3
g) x** =x (emIR,) h) 4% + 2. 14% = 3. 49%

(Sugestao: Multiplique por %)
14
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5.2. Resolva os seguintes sistemas:

4* =16 Y =¥y

a) 4 b) * 4 x,y € IR,
2x+1 — 4y ny — 1

5.3. Resolva as seguintes inequagoes:

2

a) 2°%1 > 8 b) 4% Tl <3217*

C) (gj 3x-2 (i) 2x+1 3 (ijx—?) d) (O 3)X—5 - (O 09)2x+3 - (0 3)x+6
3 \9 \27 ’ 7 7
s 3x2 —7x+2 *

e)d 2-52%+2>0 Hx™* 7" <1 (EmIR})

2 2
ga* <a’ (a>0ea = 1) h)|x|3X RS |

5.4. Resolva as seguintes equagoes:

1
a) log,, x = -2 b) log, ; 4x = 2 ¢) log,,log,log,(x-1) = 3
5.5. Resolva as seguintes equagoes:
4

a) logy (x—1) = log;(v10x — 4) — log; (x +2) b) x'oex = 1)(;%
¢) (logx)'°8* = x? d) log,ax.log ax=4, a>0,a=1
e) SX +5x+l :3x +3x+l +3x+2 f) 23X+2 . 32)(-1 :8
5.6. Resolva os seguintes sistemas:

) xy=16 b) log\/;—log\/;zlog3
a

log,x=2+log,y 9y3—x2:90y

5.7. Resolva as seguintes inequacdes:
a) 10g3(x2 —4x) < logﬁ(3ﬁ) b) 10g1/3(x2 -13)>-1
c) log(x +2)+log(x+3)>logl2 d) log(xz _8) 11< log(xz —8)21
¢) log, (x—1) <3+10.log )2 fy x'983% 5 2
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