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4. AS FUNCOES EXPONENCIAL E LOGARITMICA

4.1. A FUNCAO EXPONENCIAL

. I3 . * A . .
Vimos no capitulo anterior que dado a € R, , a poténcia a* pode ser definida
r * . ~
para qualquer numero x € R. Portanto, fixando a € R, , podemos definir uma funcao

. * ~ , ~ .
ueacada x € R associa a* € R, . Esta funcdo sera chamada de funcdo exponencial
+

de base a .

Definicao

*

Seja a € R, , a# 1. Chama-se fungdo exponencial de base a, a fungio

f:R—>R;

x—>>a*

Observacoes

1) A exigéncia a # 1 ¢é para que a fun¢do exponencial ndo seja uma fungdo constante.

2) Segue da propriedade Py), vista anteriormente para poténcias, que Im( f) = Ri , ou

seja, f ¢ sobrejetora.

3) Das propriedades Ps) e P;), temos que a fungdo exponencial ¢ estritamente

crescente para a >1, e estritamente decrescente para 0<a<1.
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Apresentamos a seguir o grafico da fun¢do exponencial nos casos a>1 e 0<a<1.

Para o tragado desses graficos, utilizamos os seguintes fatos:

1) Se a > 1, o grafico de f aproxima-se do eixo Ox quando x decresce
indefinidamente. Dizemos que o eixo Ox ¢ uma assintota horizontal do grafico de f e

usamos a notagao

lim a* =0
X—»—00

Quando x cresce indefinidamente , ¥ também cresce indefinidamente e entao
. X
lim a” =+

X—>+00

2)Se 0<a<1,o grafico de faproxima-se do eixo Ox quando x cresce indefinidamente.

Dizemos que o eixo Ox ¢ uma assintota horizontal do grafico de f e usamos a notacao

lim a* =0.
X—>+00

Quando x decresce indefinidamente, a* cresce indefinidamente e entao

Ribeiro A., Prates E., Vergasta E., Dominguez G., Freire ., Borges L., Mascarenhas M.



45

lim a* =+x.
X—>—00

3) Em ambos os caso, o grafico de f passa pelo ponto (0,1).

Proposicao 4.1

Sejaa e R, coma=1. Afuncio FR—=>R. ¢ injetora
X a®t

D] Isso ¢ consequéncia do seguinte fato: toda funcdo estritamente crescente ou
estritamente decrescente € injetora.
De fato, suponhamos que f seja estritamente crescente, isto €,
X1 <Xy = f(x)) < f(x,).
Temos entio,

X] #X) = X <Xp 0u Xj >X,; = f(x)) <f(xy) ou f{x7) >1i{xy) = fi(x) #1(x5).

O caso em que f ¢ estritamente decrescente demonstra-se de modo analogo.

Como a funcdo exponencial ¢ estritamente crescente se a > 1 e estritamente
decrescente se 0 <a <1, concluimos que ela ¢ injetora.

Sendo injetora e sobrejetora, temos que a fung¢do exponencial, como definida

acima, ¢ bijetora.

Proposicio 4.2

. *
Sejam a € R, a#1 e x; e x, e€R.
i)Se a>1¢e a" <a™ entdo x, < x,

ii)Se 0<a<1 e a' <a*’entdo x; > x,
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D]

1) Suponhamos, por absurdo, que x; = x, . Como a > 1, a fun¢do exponencial ¢

crescente, logo a™ >a’?, o que contradiz a hipdtese.
i1) Analogo ao item 1).

Da Proposicao 4.2. e das observacdes feitas anteriormente sobre o crescimento e

decrescimento da fun¢do exponencial, concluimos:
i)Para a>1, a" <a™ & x; <x,

ii)Para 0<a<1, a" <a” < x; > x,

4.2. A FUNCAO LOGARITMICA

Trabalhamos anteriormente com a parte operacional dos logaritmos. Aprendemos

7 .o . . *
que, fixado como base um numero real a, positivo e diferentede 1 (a € R ,a # 1),
temos que para cada nimero real nimero real x positivo, o nimero /Jog, x existe e €

unico. Estas condigdes de existéncia e unicidade nos ddo a possibilidade de tratar os
logaritmos, assim como fizemos com os expoentes, sob o ponto de vista da teoria das
fungdes, pois a idéia basica na defini¢do de fung¢do ¢ que a cada elemento x de um

conjunto A se faga corresponder um unico elemento y de um conjunto B.

Definicao

Seja a € Ri, a # 1. Chama-se fungdo logaritmica de base a, a fungao

g R, 5> R
x — log,x
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Proposicio 4.3

Seja g: R*Jr — R, a e Ri, coma # 1. Temos
X — log,x

1) Se a>1 entdo g ¢ estritamente crescente.

11) Se 0 <a <1 entdo g € estritamente decrescente .

D]
. . *
1) Sejam a>1, x,;,, x, € R, esuponhamosque x;, < x,

Consideremos que

vy =log,x, &a’ =x;, e y,=log,x, < a”? =x,

47

De x; < x, temos que a’ < a’. Como a > 1, como consequéncia da Proposi¢io

4.2, segue-se que y; <y,, ouseja, log, x; <log x,.

i1) A demonstragao ¢ analoga ao caso 1)

Proposicao 4.4

. * * * o
Seja g¢: R, —R, a € R,,coma=1. Se x; e x, €R,, entdo:

X —> log, x
i) Para a>1, log x, <log,x, = x; <Xx,.

i) Para 0<a<l1, log, x, <log,x, = x; > x,.
D]

1) Consideremos que

=log x, & a’ =x e =log x, & a’?
Vi gaX1 I Y2 8aX2
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Suponhamos que log,x; <log, x,, isto ¢, y; <y,. Como a fun¢do exponencial de

base a>1 ¢ estritamente crescente, temos que a’’ < a’?, ouseja, x; <x,.

i1) A demonstragdo ¢ analoga.

Das proposi¢des anteriores temos as equivaléncias
1) Para a>1, log,x; <log,x, < x; <x,.

i) Para 0 <a<1, log, x; <log,6x, < x; > x,.

Proposicao 4.5

Seja a € R:, a# 1. Afuncao g: Ri — R, ¢ bijetora.
X — log, x

D]

A injetividade segue do fato da fungdo ser estritamente crescente para a > 1 ou,

estritamente decrescente para 0 <a <1.

A fungdo ¢ sobrejetora pois, dado y € R, existe x € Ri , tal que x=a’, o que ¢

equivalentea y = log x.

Proposicao 4.6

. * . ~
Seja a € R, a # 1. Consideremos as fungdes

R >R}, g Ri—> R

X — aX x — log, x

Entdio fog((x)=x, Vx € Ri, gof(x)=x, Vx € R, ouseja, f:g_1 e g = £l
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D] As fungodes f e g sdo bijetoras, logo admitem inversas. Além disso,
of(x)=log,a* =x, YxeR e fgx)=a"%" =x Ve R:

O fato da funcao logaritmica ser a inversa da exponencial nos permite construir o

seu grafico usando a simetria em relagdo a 1° bissetriz.

Observando o grafico anterior concluimos:
1) O grafico passa pelo ponto (1,0).

2) lim gx)=—0 e  lim gx)=+o0.
x—0* X—>+00

3) Oecixo Oy (x=0) ¢ assintota do grafico de g.
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(0<a<l)
Neste caso temos:
1) O grafico passa pelo ponto (1,0).
2) lim g(x) =+ e lim g(x) = —oo
x—0" X—>+00

3) Oeixo Oy (x=0) ¢ assintota do grafico de g.

Trabalharemos a seguir com exemplos de fungdes obtidas a partir de fungdes
logaritmicas, aplicando-se operacdoes com fungdes, tais como, composi¢do, soma,

multiplicacdo, etc.

Exemplos

1) Determine o dominio das seguintes funcoes:

a) f(x) = log, (x> — 1)
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Solucgao:
Como o dominio da funcao logaritmica ¢ o conjunto dos nlimeros reais positivos temos

que

x2=1>0. Assim, D(f) = J—o0, —1[ U ]I, +oo].
b) fx) = 10gx_1(2x— XZ)

Solugao:

Neste caso as seguintes condigdes devem ser satisfeitas simultaneamente:
1) 2x — x° >0 x2-x)>0=0<x<2
x—-1>0<=x>1
n)x—1#<x#2

De 1), i1) e ii1), concluimos que D(f) =]1,2].

¢) fix) = 10g3(2x —4)

Solugao:

Temos que,

2X 450255425522 ox>2
Assim, D(f) = ]2, + oof.

d) fix) = 10g(2x + 4)

Solugao:

Neste caso, como 2* +4 >0, Vx R, temos que D(f)=R
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2) Esboce o grafico das seguintes fungdes, indicando o dominio, a imagem e assintota

vertical.
a) f(x) =1+|Inx|
Solugao:
Temos
y= 1+|lnx|<:>y—1=|lnx|
Fazendo y— 1=y’ e x=x’ transladamos os eixos coordenados para a nova

origem O’(0,1) e construimos no novo sistema o grafico de y'= [Inx|.

[
”

I

-

(=)

D(f)= R, Im(f) =1, +oo[.

A reta x = (0 ¢é assintota vertical.

b) f(x) =2 +In(1-x)
Solugao:
Temos que

y—2=1In(l —x) = In(—(x — 1))
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Fazendoy — 2=y’ e x—1=x’, transladamos os eixos coordenados para a nova

origem, O’(1,2) e construimos no novo sistema o grafico de y’= In(—x")

D(f) = ]-oo,1[, Im(f)=R.

x = 1 ¢é assintota vertical.

¢) f(x), sendo fix) = 1 + &*">
Solugao:

Vamos determinar, inicialmente, f -1 (x):

?oy-l1=e"? o h(y-1)=x+2<x=In(y-1)-2.

y=1+e*"
Temos assim que £l X)=In(x-1)-2.
Fazendoy +2 =y’ e x — 1 = x’, construimos o grafico da func¢ao y’= Inx’no novo

sistema cuja origem ¢ O’(1, =2).
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D(f) = ]1, + o[, Im(f)=R

x = 1 é assintota vertical

4.3. ALGUMAS OBSERVACOES SOBRE O COMPORTAMENTO DAS
FUNCOES EXPONENCIAL E LOGARITMICA

O rapido crescimento da exponencial e a vagarosidade dos logaritmos

Uma propriedade importante da exponencial de base maior que 1 € o seu rapido
crescimento com o crescer de x. Infelizmente, essa propriedade nem sempre ¢
devidamente enfatizada no ensino do 2° grau, talvez porque o ensino do logaritmo
continue sendo feito como se ele fosse apenas um instrumento de célculo a moda antiga
sem maiores preocupacdes com o aspecto funcional do logaritmo e da exponencial. A

. . . 2
seguinte tabela ilustra este fato, onde comparamos o crescimento de x~ com o de €

(e=2,7) com valores arredondados.
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[y =erx = xA2

ot

B0+

T

60

504

401

3H v=x

2H

101

; + + + + b )
X y =x2 y=¢"
0 0 I cm
3 9 20 cm
5 25 148 cm
10 100 220 cm
15 225 33 km
20 400 4.852 km
30,3357 920 Distancia da Terra ao Sol
41,39 1.713 1 ano-luz
42,85 1.836 4,3 anos-luz

(Distiancia da Terra ao sol = 149.500.000)
(1 ano-luz = 946.728 x 107 km)

(4,3 anos-luz = 407.093 x 1 08 = distincia da estrela mais proxima do Sol)

Estes poucos calculos mostram claramente o qudo rapidamente cresce a fungdo

exponencial com o crescer do seu argumento.
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Em correspondéncia ao rapido crescimento da exponencial esta o vagaroso
crescimento da fun¢do logaritmica. Assim, se a 3" coluna da tabela representar y temos
a : . .

que a nossa 1° coluna representa o logaritmo na base e de y. Para conseguirmos subir
Scm na vertical das ordenadas ¢ preciso fazer y = 148cm. Para subir 10cm ¢ preciso

andar 220m na horizontal.

4.4. EXERCICIOS

4.1. Esboce o grafico das seguintes fungdes:

a) f(x) = 3"”; b) f(x) = (%)x - 1; ofx)= -27"; df(x) =e"x‘

4.2. Mostre que a funcdo f(x)= (m2 —2m+ 3)xé crescente para qualquer m € R.

4.3. Determine o dominio das seguintes funcoes:

a) f(x) =4— (22 =5 27 +2) b) £ (x) =

log,(x+2)

log,(3—x)
1

V372 _837F 415

0)f (x) = log 5, gy (x* ~9) d) £ (x) =

4.4. Determine a expressao que define a inversa de cada funcdo abaixo, indicando o
, . . 1
dominio e a imagem de f .

a)f(x)=2+logsx  b)f(x)=3>"
c)f(x)=1log 10 d) f(x)=5"—-25"" (Use o fato que x < m Vx €R)

4.5.Esboce o grafico das fungdes definidas pelas seguintes sentencas:

a)f(x)=1+log,x b) f(x) =log,,,(x—2)
0) f (x) = —Jlog, x| d)f(x) =log,,,|x
e) f(x) = [log, || £) f(x)=1+[log, (x—1)

4.6. Mostre que se a,b € Ri ex € R* entdo aX=bX = a=Db.Esta propriedade ¢ valida
em geral?
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