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3. LOGARITMO. SISTEMA DE LOGARITMO

3.1. LOGARITMO

Agora que ja "sabemos" o que ¢ a¥, podemos formalizar a defini¢do de

logaritmo.

Definicao

Sejam a e b numeros reais positivos, com a # 1. Chama-se logaritmo de b na base a,

0 expoente x que satisfaz a equacdo a* = b.

log,b=x < a*=b
x ¢ o logaritmo
a ¢ a base

b ¢ o logaritmando

As restrigdes impostas a base a e ao logaritmando b decorrem das seguintes

Observacoes

1) a eR’, para que a” tenha significado Vx eR.

2) a # 1, pois, caso contrario, log, b so teria significado para b =1.

3)be R, pois, como a >0, temos que a¥>0.
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Proposicao 3.1.

* . 4 . 4
Se a, be R, a #1, existe um tnico nimero real x tal que x = joo b.
+ g4

D] Segue imediatamente da Propriedade Py), considerando que

log,b=x < a* =b

Exemplo

Calcule log ,532

Solucao:

1 X
log,,s32 =X < (0,25)" =32 (0,25)* =2° @(Zj A L LN

|

—2x=5<:>x=—§.'. log0’2532:—

~ . . . . o~ . P
Como consequéncias imediatas da defini¢do de logaritmo temos que sea, bc € R,

a#1 e a eR, entdo:

1) logalzo

D] loga]:x<:>ax —a’ o x=0.
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2) log,a=1

D] logaa=x<:>ax —al ox=1

3) logaaa =

D] lOgaCla —xoa=a%o x=qa

4) a'«" = b

D] logab=x<:>ax =b

5) logabzlogaCSbZC

D] logab=x<:>ax:b (IH)
logac=x<:>ax=c (IV)

De (IIT) e (IV) concluimos que b = c.

Sejam a, b, ¢, € Ri,a#leae B eR, B=#0. Temos as seguintes

propriedades

P) log, (bo) = logab +log ¢
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D] Consideremos que

log, (bc)=x < a* =bc
logab:y<:>ay =b
logac=z<:>az =c

Entao,

a*=bc=a’a’*=a""" =a =a""F > x=y+z

b
P;) log, (;) =log b—log ¢

Consideremos,
b b
log (—j=x<:>ax:—
“\c c
logab:yQCly:b
logac:z<:>azzc
Entao,
b a’ _ _
a'=—=—=ad"=Da" " =a" " =>x=y-z2
C az

Temos o seguinte caso particular:

1
log, (Z) =~ log, b
1
D] log, (Ej =log, 1- log, b=- log, b

Ribeiro A., Prates E., Vergasta E., Dominguez G., Freire 1., Borges L., Mascarenhas M.



P;) logaba = Otlogab

D] Consideremos,
logabOL =xat =b% e
logab:y<:>ay =b
Entao,
a* =b*" :(ay)a =a” =a* =a’ = x=ya.
Caso particular:

1
logaw = ;logab

1
- 1
D] loga%Zlogab" =;logab

D] Consideremos,
logaﬁ(b)=x<:>(aﬁ)x=b<:>aﬁx=b e

logab:y@ay =b
Entao,

1
a™ =b=a’" =Ppr=y=>x=—y

B

Casos particulares:

i) log,1(0)=—1log b
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ii) log,, b=nlog, b

D]

. 1
1) log,-1(b)=— 7 log,b=—log,b

. 1
i1) Zog%b = log i (b)= Tin log, b=n log, b

Exemplo
: : . a’/be
Aplicando as propriedades de logaritmos, desenvolva log;| ——————|, supondo que a,
Y@+b)?

b e ¢ sdo numeros reais positivos.

Solugao:

2
10g3[ a \/bc?’J :10g3(a2 /bc)—10g35«/(a+b)3 :10g332+10g3 o —10g3(a+b)3/5 _
J(a+b)

= 2log,a +%10g3(bc) —%log3(a +b)=

1 1 3
= 210g3a+§log3b+§10g3c—glog3(a+b)

3.2. SISTEMAS DE LOGARITMOS DE BASE a. MUDANCA DE BASE.
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Chamamos de sistema de logaritmos de base a, o conjunto de todos os
logaritmos nabasea (a>0 e a #1).

Quando trabalhamos com logaritmos podemos utilizar qualquer base a, a >0 e
a # 1. Naturalmente ndo precisamos construir tabelas dos valores dos logaritmos para
todos os sistemas. Conhecendo-se bem um sistema, podemos a partir da tabela obter o
valor do logaritmo de um numero em qualquer base. Para isto, precisamos de uma

férmula que relacione logaritmos de bases diferentes. A férmula ¢ a seguinte:

b=
log, log, @

’ o *
E valida se a,b,ce R, a#1e c#1.

De fato, considerando
logab:x<:>ax =b e
logcbzyc>cy =b
temos que a”* =c”. Assim,
logc(ax) = logc(cy) =xlog,a=ylog,.c=y

Como a # 1, segue-se que log.a#0 e, portanto,

log.b
x=—2 = log, b= Ee
log.a log.a
, log b . . . .
A formula log, b= ; nos diz que logaritmos em diferentes bases diferem por uma
og.a

constante.
Consequéncias:
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log, b.log.a =1log b

D] Segue imediatamente da propriedade dada acima.

1
log, b=
log,a
log, b 1
D] log, b=—2b" —
log,a log,a
Exemplos

1) Se a, b e ¢ sdo numeros reais positivos, a # 1 e ac # 1, entdo

log, b= (logac b)(l +log, c)

log, b log b
D] (Zogac b)(] +log, c) - % (1+log,c) = %84 (1+log,c) =
log,ac log,a+log,c
log, b
= —=%—(I+log c) = log b
I+log,c (1+log, ¢) 8

2) Se a, b e c sao reais positivos com ¢ # 1, entdao

alogcb _ blogca.

D] Sejam x = alOng ey = bZOgca. Vamos mostrar que x = y.
log.x= logc[alo‘gcb) =log.b.log a (V)
log.y = log. [blo‘g"a) =log,a.log, b (VI)

De (V) e (VI), temos que log.x=log.y e,portanto, x = y.
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3)Se a, b, c e d sdo reais positivos diferentes de 1 e abc # 1, entdo

log,d -log,d -log.d

log,d log,d +log,d log.d + log.d -log,d =
logabc d

D] Partindo do 2° membro da expressdo, chegaremos ao 1° membro. Vejamos:

log,d.log,d. log.d

=log,d.log,d. log.d log,abc =
log ;.4

= log,d.log,d.log. d(logd a+log,b+log, c) =
=log,d.log.d +log d.log.d +log, d.log,d.
Dentre a infinidade de valores que pode assumir a base, e portanto dentre a
infinidade de sistemas de logaritmos, dois se destacam por suas aplicagdes praticas: o

sistema de logaritmos decimais e o sistema de logaritmos neperianos.

O SISTEMA DE LOGARITMOS DECIMAIS

A preferéncia pelos logaritmos decimais nos calculos se deve, evidentemente de
usarmos um sistema de numeragdo de base 10. Os logaritmos decimais também sdao
chamados de logaritmos de Briggs, por ter sido o inglés Henry Briggs (1561-1631) quem
primeiro utilizou o nimero 10 para a construcdo de tibuas de logaritmos. Briggs
publicou sua primeira tdbua em 1617; depois em versdo bem mais ampliada, em 1624
(Arithmetica Logarithmica) que continha o logaritmo dos primeiros 20.000 inteiros e dos
numeros entre 90.000 e 100.000 calculados com 14 casas decimais! O espago deixado
por Briggs entre 20.000 e 90.000 foi preenchido por Adrian Vlacq, um matemadtico
holandés que publicou uma tibua dos logaritmos dos primeiros 100.000 nameros

inteiros, ainda em 1624.
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Embora os logaritmos decimais tenham perdido sua importancia como instrumento
de célculo manual, eles ainda estdo presentes em vdrias situagdes praticas. Vejamos

exemplos em algumas areas.

Quimica - O fator pH ¢ um indice muito usado pelos quimicos para medir a

concentragdo de ions positivos numa solugao.

Solugdes Concentracgao i6nica
acidas 10-2 a 10-7 moles por litro
basicas 10-7 a 10-12 moles por litro
neutra 10-7 moles por litro

Como esses numeros sao muito pequenos, ou equivalentemente, té€m
denominadores muito grandes, seus logaritmos sdo mais adequados para caracterizar as
concentragdes. Isto ¢ consequéncia do vagaroso crescimento dos logaritmos. Uma vez
que os logaritmos sdo negativos ( ja que os nimeros sao menores que 1) prefere-se

definir o pH como o oposto do logaritmo da concentragdo. Temos assim:

Solugdes pH
acidas <7
neutra 7
basica >7
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Sismologia - Em sismologia, a medida da intensidade das ondas que emanam de
um centro sismico se faz com uma escala logaritmica decimal, chamada de "escala
Richter". Como no caso do pH em Quimica, também aqui ocorrem nimeros muito
grandes nas medidas da energia liberada nos terremotos, sendo, pois preferivel trabalhar

com o logaritmo para construir a escala de medicao da intensidade dos abalos.

Actstica - Também em Acustica os logaritmos decimais sdo usados na
construcao da escala decibel, que serve para medir a intensidade dos sons. As escalas sdo
construidas com logaritmos decimais (poderia ser outra base) para que os numeros da

escala nao fiquem muito grandes.

E comum se utilizar a notagdo log b em lugar de log;ob. Por terem sido bastante
utilizados no passado, e ainda aparecerem em varias areas do conhecimento, usa-se a

notagdo abaixo para os logaritmos decimais:

Notagao tradicional para os logaritmos decimais:

log,,b=logb
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SISTEMA DE LOGARITMOS NEPERIANOS

Trata-se de um sistema de logaritmos na base e =2,718283... Este nimero ¢ um
numero irracional. O nome neperiano vem de John Napier, matematico escoces,
considerado o criador dos logaritmos. Este sistema ¢ também chamado de sistema de

logaritmos naturais, pois no estudo dos fendmenos da natureza geralmente aparece uma

lei exponencial de base e. Em geral usa-se a seguinte notagao:

Notagao tradicional para os logaritmos neperianos:

log,b = Inb

No Capitulo 6 faremos um estudo mais detalhado sobre o nimero e e os

logaritmos neperianos.

3.3. EXERCcIcIOS

3.1. Calcule:

a) logo Y10 b)sTO8 o) gloBBS g jog, (%j

3.2. Determine E nos seguintes casos:
a) log; E = 2 + log,5 - logya - logy,,b
2log(a - b) - 2log(a + b) + 4logb

b)log E =
) log 5

3.3. Sendo log 432 =p e log648 = q, calcule log6.
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3.4. Sendo log(a-b) = m e log(\/_—\/g): n, calcule log(\/ng \/E)

3.5. Sendo log, m = 2, log, m = 3 e log, m = 5, calcule log, m.

3.6. Para cada inteiro n, n > 1, mostre que: —log_ [logn v “\/%} =3

3.7. Mostre que se trés numeros positivos estdo em P.G. entdo seus logaritmos, numa
base a, estdo na ordem correspondente, em uma P.A. Se q ¢ arazdo da P.G. e r arazdo

da P.A., qual arelacdo entre q e r?

3.8. As raizes da equagdo ax® —acx+b =0 sdo x; =alog.a e x; =blog,.b.Mostre

3.9. Asraizes da equagdo x2-sx+p=0 sdo log(a) ¢ log(b). As raizes da equagéo

x2-2Sx + P =0 sdo log(ab) ¢ log(a/b). Calcule p ¢ P em fungdode s e S.

3.10. Se log,b=log,c ¢ log, c=1log.x, x # 1, mostre que (10gxb)4 :(logxa)3

( Sugestdo: Escreva as igualdades na base x )

3.11. Dada a equacgao — px+ B™ com raizes reais a e b, prove que:

logga* +10ngb + logBab +logg b =mp

3.12. Sejam a, b e c as medidas dos lados de um tridngulo retangulo de hipotenusa a,
taisque a-b#1 e a+b # 1. Mostre que
log,.,c+log, ,c=2log, . ,c. log, ,c
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