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2. | POTENCIAS E
RAIZES

2.1. POTENCIAS COM EXPOENTES INTEIROS

Vimos anteriormente alguns aspectos histéricos das poténcias e dos logaritmos,
bem como alguns processos que levaram a construcao dos mesmos. Passaremos a seguir
a um desenvolvimento mais formal da teoria das poténcias com o objetivo de termos
condigdes de dar uma nocdo intuitiva do significado de uma poténcia de expoente

irracional.
. * * A . r .
Sejam a € R,, e n € N . A poténcia a" é definida como o produto de n

fatores iguais ao nimero a, ou seja,

d'=aa.aa....a
n fatores

O numero a é chamado de base e n expoente da poténcia a".

Propriedades

Sejam m,n € N*, a, b € R.*
Ay 4".a" = a™"  (Propriedade Fundamental)
Ay) ﬂzam*n sem>n

an

Aj) (a'”)n =a""
As) (a.b)" =a".b"

As) (ﬁj _a
b) " b
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Intuitivamente, ¢ facil observar que:

n m __ — — g htm
a".a” =(aa. ..a)(a.a ..a)= a.a...a =a

n fatores m fatores n+m fatores

Uma demonstragdo rigorosa da Propriedade Fundamental e das demais

propriedades ¢ feita utilizando o processo da inducao.

O objetivo agora ¢ estender a defini¢ao para poténcia com expoentes inteiros. Para

tal & preciso definir «” ¢ a™, onde n e N .
Faremos isso de modo que a Propriedade Fundamental seja preservada, isto ¢, que
aO.an :a0+n :an (I)
a".a"=a"" =4° (ID)
De (1) observamos que ¢ conveniente definir:
0
a =1
De modo semelhante, admitindo que @’ =1 em (II), chegamos 4 conclusio que

_ : 1
a " deve ser igual a —-.

a

Resumindo temos a seguinte

Definicao

. * * . —
Sejam, @ € R, e n € N . Definimos: {a” =a.a™"
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Observacoes

1

_n'
a

1) Se n<0, &" =
2)Se a<0 e n € Z, fazem sentido as defini¢cdes de a”, a¥ e de a.-
Por exemplo, (-3)° = (=3)(-3)(-3)(~3)(-3)

1 1
_3)72 = —
3) (-3)2  (-3)(-3)

(-3)" =1

E facil verificar que se a <0 temos a" >0, senépare a" <0 sen é impar. Entretanto,
como veremos posteriormente, para a teoria das fung¢des exponenciais e logaritmicas
defini¢des de poténcias com base negativa ndo sdo convenientes, ja que nao podem ser

estendidas de modo geral a expoentes fraciondrios.

~ . .- 1
3) Nio faz sentido a expressdo a " = — para a= 0.

a

4) Nio definimos 0°. Devemos observar que ndo é conveniente definir 0° como sendo

igual a 1; pois, se pensamos por um lado, que estamos estendendo para a = 0 a

*

+» por outro lado, ndo estamos estendendo a expressdo

expressao a’=1,aeR

0" =0.0.0...0, n eN’ paran=0. A inconveniéncia de definir 0° como sendo 1 pode
ser vista com mais precisao no estudo de limite de fungdes no Calculo Diferencial onde

se mostra que 0° ¢uma “indeterminacio”

As propriedades A;, A,,..., As, vistas anteriormente sdo validas também para

numeros inteiros. Temos, portanto,
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Propriedades

. * .
Sejam a, b € R_. Para quaisquer m, n € Z, tem-se:

B1) 4".4" = g™ (Propriedade Fundamental)

m
a

BZ) — = a" "
a

B3) (a'”)n =a""
By (a.b)" =a".p"

Bs) (ﬁj _a
») T
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Considerando as propriedades A; dadas anteriormente para nimeros naturais nao

nulos, apresentaremos as demonstragoes de Bi;.

P
B|) a".a"=a"">4 € R+,Vm,n e /.

D]
Vamos analisar os seguintes casos:

)m>0 e n>0 (estecasorecaiem Aj)

1)m<0 e n<0

Temos que —m >0 e —n > 0. Assim, utilizando a defini¢do e a propriedade A, temos:

P B 1 1 1

m+n
a a = = = = =
-m _—n -m _—n —m—n —(m+n)

iii)m>0 e n<0 (portanto -n>0) |

1 (-
Se m>-n temospor A, que a”a" =a" ——=qa""("" =g™"

a
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Se m=-n,
h
m
Se m<-n, a"a”" = R S S S
, = =——=— - =
an an anm a(m+n)
am
ivym=0 ou n=0
0 +0
a'a” =1a" =a=a"
a'" *
B,) —=a""> @€ R> m,ncZ,
D]
m
a 1 _ _
:am._:aman:amn
a” a”

B,) (a'")” _g"", a € RI, mnelZz
D] Vamos analisar os seguintes casos:
)m>0en>0 (estecasorecaiem Ay )
1)m<0 e n<O0

Temos que —-m>0 ¢ —n> 0. Assim,

ii)m>0 e n<0

iv)ym<0 e n>0
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Temos que —-m >0 e n > 0. Vamos portanto aplicar A; e A; para —m

n.(am)nz(a_lm)"z 1 _ 1 — g™

vim=0 ou n=0

Andlogo paran=10

B.) (a.b)" =a".b"> &b € Rjj, neZ

D]

)n>0 (recaiem Ay)

i)n<0

Neste caso —n > 0. Podemos aplicar A, para —n:

. 1 1 A
(ab) = — = _ — = _ — =da b
(ab)™ a".b" a"b™"

iiiyn=0

2.2. RAIZES E POTENCIAS COM EXPOENTES FRACIONARIOS
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P
Nosso objetivo agora ¢ definir a poténcia a9, p, g € Z, q# 0. Para isto ¢

necessario introduzir a definicdo e alguns resultados referentes a raiz n-ésima de um

numero.

Definicao
Sejam a>0 e n € N". Chama-se raiz n-ésima de a, o
numero real positivo b tal que »" =a.
Notacdo: b= %a

Observacoes

1) Pela definicdo, Va =a.

2) Por convengao Ya =a

3) Se a <0 pode-se definir Xa, no caso em que n ¢ impar: X/a ¢ o numero real b tal
que b" =a. Neste caso, b <0. Por exemplo, J-8==-2 pois (— 2)3 =-8. E claro,
trabalhando com os niimeros reais, que a defini¢do de %¥a nao faz sentido se n ¢ par e

a <0, pois ndo existe um nimero real b talque b" =a,a<0 e b" >0. Assim, v—4
nao faz sentido em R.

4) Se a =0, definimos %0=0 e a defini¢do anterior pode ser estendida da seguinte

forma: Se >0, b>0 ¢ b" =a entio Ya=5b.

Propriedades

Sejam a,b € Ry, m,n,p € N* I
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S
I
X
)
)

R)) Ya.
Ya  [a

R,) %=”;, se b=0.

R3) (%)m:nam

R5) a = -a'

Rl)%.%Z«/na.b, a,be R, me N*

D] Sejam x=%a e y=%b. Entdo x" =a e y" =b. Dai

ab=x"y" = (x.y)"

Como x.y >0, entdo x.y:@, ou seja, %%:x.y:\”/ab.

fa  [a
Rz)%=";, a,beR, b#0,nec N*

D] Sejam x=%a e y=%b. Entdo x" =a e y" =b. Dai

R3)(4/;)m=4/a7m, ac R, nme N*

D]Seja x=%a . Entio x" =a e x" :(%)m. Temos

m n /

(¥/a)"
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R,) m\/%=m'<'/;, acR,nmeN*

D]Sendo x=%a e y = %x, temos x" =a e y" =x

ou seja,

Wefa = y =" = mfa

Rs) Na™ = p\lnap'm ,ac€ R, nympe N*

D]

p )4 pn
"\/am:x:x":ami(xn) :(am) =>x7=a" = x="Va™

A definicdo da raiz n-ésima de um numero real positivo nos permite estender a
no¢ao de poténcia de um numero real positivo de modo a incluir expoentes fracionarios
da forma m/n, m, n € Z, n> 0. Queremos dar esta definicdo de modo a conservar as

propriedades anteriores de poténcias. Por exemplo, analogo a propriedade B; desejamos

que:

m

Assim sendo devemos ter: a™ =Na™

Definicao
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, .- , . m
Dado o niimero real positivo a e o nimero racional —,
n

m,n €72, n > 0, entdo definimos

Observacoes
1
1) Em particular, a” = %a .

m

2)Se a=0 e LS 0, podemos considerar on =%0" =0.
n

m

3)Se a<0 e n éimparentdo a expressio a" =8a™ também estd definida.

Propriedades
Sejam a,beRi, m,np,qe”Z n>0,q>0.
m P m.p
C))ar.a?=a" 1
m
m m p
a” n g
C,) P =a" 1, sendoa # 0
a
P
m\ g mp
C;) |an =a"1
m m-m
C,) (a.b)n =a”.b"
m m
. n
Cs) (%jn :am , sendob # 0
pm
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Como caso particular de C, temos — =a a4,
q

m P ﬁﬂ

*
cha".a’=a" 1" ac R ,mnpqeZ n>0q>0

D]
— 4 n qn qn qn
aq:dam ‘{/ap:q\/aqm \/apn:\/aqmapn:\/aqm-kpn:
qm+pn m p
qm+pn m.p
—aq " —g" 1
m
a; - *
) "4 ae R, mnpqeZ n>0q9g>0
al

D] A demonstragao ¢ semelhante a anterior, utilizando R,), R:) ¢ B,)

, a € R:, mnp,qeZ, n>0,qg>0

a% ;:q an =\/("a \/\/ \/ mp _ "] mp _

np mp
—q™ =—gq"1

m m

Cs) (a.b)n =a".b", a,be R,, mneZ n>0
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D]

m m

(ab) w = 2f(ab)™ =amb™ =%am Wfpm —anpn

S

m

a\» a" i
Cs) Z = m a,be R.,mneZ n>0
bn

D] A demonstracdo ¢ semelhante a anterior, utilizando Bs) e R,).

Provaremos a seguir alguns resultados que serdo necessarios para se estender a

defini¢do de poténcias com expoente real.

Proposicio 2.1

Sejam aeRi—{l}, m, n €N.
1)Se 0<a<1 e n<m entdo a*>amn.

i1)Sea>1 ¢ n<m entdo a" < am.

D]

2 2

a<lea>0 = aa<a = a’<a = aa’<aa = a’> < a’.

Continuando com este processo obtemos
e usando a transitividade temos

Se m>n, m=n+tk., ke N*

m wik _ gtk (k=2

Assim, a” =a <aq™Pk = gn

i1) Analogo ao item anterior
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Proposicao 2.2

Sejam a R, — {1}, m, n €Z.
1)Se 0<a<1 e n<m entdo a*>amn.

i1)Se a>1 e n<m entdo a”¥ <am.

D]
i1) Existem trés casos a considerar.

1. Se n>0 e m>0 recaimos na Proposi¢do 2.1.

24

2.Se n<0 e m<0 entdo -n>0 ¢ —-m>0. Como n<m entdo —m <-n. Segue da

Proposicdo 2.1 que

m n 1 1 1 1 a"—a™
a " <a :_m<_n:_m__n<0:>T<0'
a a a a a a

Sendo a™ >0 e a" >0, podemos concluir que a" <a™.
3.Se n<0 e m>0 (analogo paraocaso n>0 ¢ m<0), temos que ¢ crescente a

sequéncia de poténcias com expoente negativos (item 2), isto €,

3

val<ait<al<l

e também a sequéncia de poténcias com expoentes positivos (Proposi¢do 2.1 ), ou seja,
I<a<a’<ad’ <.
logo,
3 -2

a" <.<a¥<al<al<l<a<a’<ad’<.<a™,

portanto,

1) Analogo ao item 1i)
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Proposicao 2.3

SeneN' e 0<ag<b entio %< %

D]

Da definicao de raiz n-ésima e lembrando que a>0 e¢ b >0, temos
fla=xox"=a e Ub=yoy"=b

Por hipotese, b —a > 0; logo, y" —x" >0. Dali,

n

Yy -x"=@p-x)0" " +y

n—

Ix+p"Ixieax"T)>0
e como a expressao do segundo paréntesis da desigualdade acima € positiva, temos que

y—x>0, ouequivalentemente, Va <¥b .

Proposicao 2.4

Sejam aeR:—{I}, p, q €Q, onde pzﬁ, qzﬁ,r,s,m,n e /Z n>0 s>0
s n
i)Se p<q e a>1 entio a’ <a?.

ii)Se p<q e 0<a<l1 entao a’ >a?.

D]

1) Sendo k= m.m.c {n,s }, existem r’,s’€ Z tais que

4=

! !

r' m , ok ko
pP<q=p< = r<m —=a <a" =Va" <Va" =

i1) Anélogo ao item 1)
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2.3. POTENCIAS COM EXPOENTES IRRACIONAIS

De posse da defini¢ao e das propriedades das poténcias com expoente racional de
um numero real a > 0, nosso objetivo agora e estender a defini¢do de a* para x € R,

ou seja, estabelecer o significado de ¥ quando x € R - Q.

Como definir, por exemplo, 2*5 ?

V2

Sendo /2 um numero irracional, nao tem significado se considerarmos
apenas as defini¢cdes vistas até aqui. O desenvolvimento sistemdtico da teoria das
poténcias com expoente irracional ¢ um processo que envolve resultados avangados para
0s nossos propodsitos. Entretanto, ¢ possivel estender de maneira intuitiva o significado
dessas poténcias. Por exemplo, tomando-se a sequéncia de valores racionais

(1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421; ...) (1)

que se aproxima do irracional +/2, construimos a sequéncia

(21,4; 21,41; 21,414; 21,4142 : 21,41421; ) (II)

que se aproxima de um numero real que definimos como 2‘6.
Tanto mais proximo o namero r estiver de V2, mais proximo 2" estara de 2‘5.
Observemos que a sequéncia (1) ¢ crescente e formada por valores maiores que
V2.
Poderiamos também nos aproximar de 2 pela sequéncia
(1,5; 1,42; 1,415; 1,4143; ...) (1)

que ¢ decrescente e formada por valores maiores que +/2 , obtendo assim a sequéncia

(21,5; 21,42; 21,415; 21,4143) ) (IV)

que se aproxima do mesmo nimero real chamado de 212,
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O procedimento descrito acima pode ser utilizado para definir a*, onde
a eRi -{l} e xeR-Q.
Para isso, suponhamos, por exemplo, a > 1, x € R — Q e consideremos duas
sequéncias de nimeros racionais: uma crescente formada por nimeros menores que Xx:
(rl, L, 13, <oy Ipsee )
e outra decrescente formada por nimeros maiores que x:
( S1> S35 S35 S4s .ee sn,...)

ambas se aproximando de x:

tendem a um Gnico nimero real que definimos por a*

Usando o mesmo procedimento definimos « para 0 <a <1.

Observacoes

1) Se x € um nimero irracional positivo entdo definimos 0* = 0.

2) Se x ¢ um numero irraconal definimos 1*¥=1.
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3)Se a<0 e x ¢um numero irracional (x € R—Q ), apoténcia ¥ nao esta definida.

Todos os resultados vistos para poténcias com expoentes racionais sao estendidos

para poténcias com expoentes irracionais. Assumiremos validos os seguintes resultados:

Propriedades

Sejam a, b € R:, x,y € R.

a)t a*
5) b e

Po) x<y e a>1 = a'<d
P) x<y e 0<a<l =a >d

Pg)a c Ri,ai]: a=dadox=y

P)ac R,,a=1 e y>0: 3!tcR/ da' =y
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2.4. EXERCICIOS

2.1. Calcule:

05 ()

1

1
b) (0,25)4.(0,125)2.4/32
20
C) A 4n+2 +22n+2

2.2 Supostas definidas, simplifique as seguintes expressoes:

312 V3 (1 U3 23
a) x3.x_1/2 X - b) (1+Cl )(1 a +a )
X X
4 5 b—2 3n+2 _ 3}’1
22n+1 4" ( 1 1 j
o2 —4 - (x—1)
22}1 f) 1_x—0,5 l_x—l

N X411
) 1/2 T s
x+x'“+1 x7 -1

)(M”+1+d“—1 4}4

23.Se x?4x7V2 = 3, calcule:

a) x+x7

b) x? 437

2.4. Resolva as seguintes equagdes:

a) Yx+4=2
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b) Vx+2=x
c) Va2 +ax+3=9x+1
d) Vx +1=~2x+1
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