10. OUTRAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Consideremos um triangulo retangulo ABC e seja t um dos seus angulos agudos.

B

Figura 1

Relembremos que, sendo 0 <t <m/2, temos

b .
tgt = — (= cateto oposto + cateto adjacente)
c
c : .
cost = — (= cateto adjacente + hipotenusa)
a
b .
sent = — (= cateto oposto + hipotenusa)
a

Considerando o inverso de cada uma destas razdes definimos a cotangente, secante e

cossecante de angulos t, 0 <t <m/2, como segue
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cotgt = €_ !
8 b tgt
a 1
sect = — =
C cos t
a 1
cossect = —=
b sen t

Usando o circulo trigonométrico S', vamos estender as fungdes cotangente, secante e

cossecante para angulos e arcos quaisquer, lembrando a funcdo de Euler E(t) definida

anteriormente.

A
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Figura 2
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COTANGENTE

Dado te R, t#kn,k € Z,sejam P=E(t) e C ainterse¢ao das retas OP e a tangente a
S' no ponto B(0,1).

B C C B

CXL TR

Figura 3

Definimos cotangente de t como sendo a medida algébrica do segmento BC, ou seja, a

abscissa do ponto C no plano cartesiano.
Podemos observar que, para t=kmn, k € Z, P = E(t) = E(0) ou P = E(t) = E(n).

Neste caso, a reta OP coincide com a reta OA e é paralela a tangente a S' em B.

Logo, ndo existe o ponto de interse¢do C e, portanto, a cotangente ndo esta definida.
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Figura 4

Fungcdo Cotangente
A fung¢do cotangente ¢ a funcao f real de varidvel real, que associa a cada t € R,
t#km, k € Z, o nimero f(t) =cotgt:

f:{teRtzkn,keZ} —>R
t |— > f(t) =cotgt

Propriedades da fungdo cotangente
As seguintes propriedades podem ser verificadas facilmente a partir da defini¢do e

14 M 14 1
da analise no circulo S'.

1. TImagem

A imagem da funcao cotangente ¢ R.

2. Sinal da funcéo

cotgt>0, se t pertence ao 1° ou 3° quadrantes.

cotgt <0, se t pertence ao 2° ou 4° quadrantes.
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3. Crescimento e decrescimento

e A funcdo cotangente ¢ decrescente em todos os intervalos do tipo ( kmt, kn+n ), keZ.

4. Paridade

A funcgdo cotangente ¢ impar: cotg (-t) = - cotg t.

an!

Figura 5

5. Periodicidade

e A funcdo cotangente ¢ periodica de periodo m: cotg (t+1) = cotg t.

.
4
J

Figura 6
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Grafico

-
f

Figura 7

As retas t = kn, k € Z, sdo chamadas assintotas verticais do grafico da funcao
cotangente.

_— L. cos t
Mostraremos agora que a definicao dada para cotangente € igual a cotgt =

b
sen t

T cost i
para t#km, k € Z. De fato, se t= 5+kn, temos cotthOZ—t. Se t;tkE, entao
sen

P =E(t) ¢ diferente de A, B, A’ e B’ ( Figuras 2) e, portanto, temos os tridngulos OPP, ¢

OCB (Figuras 8), que sdao semelhantes.
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Figura 8

3 IBC| |PP,| . |eotgt| |cost|
Usando a razdo de semelhanga, segue que —— = , ou seja, =
0B~ [oP,

. . cost i
Analisando os sinais de cotgt e de —— nos quatro quadrantes, concluimos que
sent

cos t
sen t

cotgt= , Vtzkn k e Z.

SECANTE

1 |sent|

Dado te R, t# §+ kn,k € Z, seja P =E(t). Consideremos a reta tangente a S'

em P eseja S asuaintersecdo com areta OA.
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Figura 9

Definimos secante de t como sendo a medida algébrica do segmento OS, ou seja, a

abscissa do ponto S no plano cartesiano.
'
Podemos observar que, para t = E+kn, k € Z, a reta tangente a S!' emP ¢é

paralela a reta OA e, portanto, ndo existe intersecao e a secante ndo estd definida.

Fungao Secante

A fungdo secante ¢ a funcdo f real de varidvel real, que associa a cada t € R,

t# g-ﬁ-kﬂ?,ke Z,k € Z, onumero f(t) =sect:

f:{teR;t¢g+k7t,keZ} LR

t |— f(t) =sect
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Propriedades da fung¢do secante

1. TImagem

e A imagem da fungdo secante ¢ {y e R;jy<-louy=>1} =(-00,-1]U[1, + o).

s

BNFAN

Figura 10

2. Sinal da funcao

sect>0, se t pertence ao 1° ou 4° quadrantes.

sect<0, se t pertence ao 2° ¢ 3° quadrantes.

3. Crescimento e decrescimento

~ . . : T
A funcdo secante ¢ crescente em todos os intervalos dos tipos [ 2km, 5+2k7t) ou

(g+2kn, n+2kn ], keZ.

~ . . ) 3n
A funcdo secante ¢ decrescente em todos os intervalos dos tipos [  + 2k, > +2km )

ou (3775+2kn, 2n +2kn ], keZ.
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4. Paridade

e A funcdo secante ¢ par: sec (-t) = sec t.

)
x

Figura 11

5. Periodicidade

¢ A fungdo secante € periodica de periodo 27: sec (t+2m) = sec t.

Grafico:

Figura 12
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T ~ ] . . ~
As retas t ZE +2kn, k € Z, sdo as assintotas verticais do grafico da fungao secante.

Considerando a defini¢do dada para secante de t, podemos mostrar que sec t =

o para t# g+2kn, k € Z. De fato, se t=km, k € Z, temos P = E(t) = E(0) ou
cos

1 1
P=E(t)=E(n). Logo, sect=1=—— ou sect=-1=——. Se t#km, t# —+kn,
cost cost 2

k € Z, entdo P = E(t) ¢ diferente de A, B, A’ ¢ B’ e, portanto, temos os tridngulos

retangulos semelhantes OPS e OPP; ( Figuras 13).

(s
NPA

Figura 13

) |OS| |OP| _ |sec t| 1
= , ou seja, =

OP| |OP,

b

Analisando os sinais de sect e de cost, nos quatro quadrantes, concluimos que

sect=

, para t# E+2k7t,k e /.
cos t 2
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COSSECANTE

Dado t € R, t#kn, k € Z, seja P = E(t). Consideremos a reta tangente a S' no

ponto P eseja C asua interse¢do com a reta OB.

Figura 14

Definimos cossecante de t como sendo a medida algébrica do segmento OC, ou seja, a
ordenada do ponto C no plano cartesiano.

Podemos observar que, para t=kn, k € Z, P=E(t) =E(0) ou P=E(t)=E(n) ¢
aretatangentea S' em P é paralela a reta OB. Logo, ndo existe o ponto de interse¢do
C e, portanto, a cossecante nao esta definida.

Considerando a defini¢do dada para cossecante de t, podemos mostrar que

cossec t = , para t=km k € Z. De fato, se t= §+ kn, temos P =E(t) = E(g)

sen t

. Se t#

ou cossect=-1=
sen t sen t

3
ou P=E@®)-= E(;n); logo cossect=1=

52



T N L , , n .
kE’ entdio P ¢ diferente de A, B, A’ e B’ e, portanto, temos os tridngulos retangulos
OCP e O P,P (Figuras 15), que sdao semelhantes.

N €

(A
DA

-

Figura 15

. |OC| |PO| . |cos sec t| 1
Usando a razdo de semelhanga, segue que —— = , ou seja, =
0¥ ~[op,

1 - |sen t| '

Analisando os sinais de cossect e de sent nos quatro quadrantes, concluimos que

cossect=

, Vtzkm k € Z.
sen t

53



