6. EXTENSOES DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Vamos agora estender a no¢ao de seno, cosseno e tangente , j& conhecidas no
triangulo retangulo, e portanto, para angulos agudos, para angulos e arcos quaisquer.
Dado um numero real t € R, seja P = E(t) = (x,y) a sua imagem no circulo
trigonométrico. Definimos cosseno de t e seno de t, respectivamente, como sendo a
abscissa e a ordenada de E(t). Isto é, E(t) =(cost, sent), paratodot € R.
Assim, podemos definir as fungdes:
fi: R—> R fp: R—> R

t >cost t > sent
4

E'il
/‘ E{t} = (cos t,sen 1)

Figura 1

Mostra-se (veja figura 1) que a defini¢do dada para o seno e cosseno de um
numero real qualquer coincide com a que tinhamos para um angulo agudo. Como, para

todo t € R, temos E(t)=(cost,sent) € S', temos

cos’t+sen’t=1

ou seja, a relacdo fundamental esta preservada.
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Além disso,

cos0°=cos 0 =1 sen 0°=sen 0 =0
c0s90° =cos /2 =0 sen 90° =sen /2 =1
cos 180° = cosm = -1 sen 180° =senn =0

cos 270° =cos 3m/2=0 sen 270° =sen 31/2 = -1

L A partir das definicdes dadas e da andlise no

circulo sl podemos deduzir todas as propriedades das

funcdes sen t e cos t.

1. Dominio

O dominio das fungdes sent e cost ¢ R eaimagem ¢ [-1,1].

2. Sinal das funcodes

sent>0, se t e 12e22 quadrantes e sent<0, se t € 3°¢ 4° quadrantes.

e cost>0, se t e 1°e 4> quadrantes e cost<0, se t € 2°e 3° quadrantes.

3. Crescimento e decrescimento
e y=sent ¢ crescente no 19 e4° quadrantes e decrescente no 2%¢ 30 quadrantes,

~ . 0 0 0 . 40
e afuncdo y =cost ¢é decrescente no 1I© e 2 quadrantes e crescente no 3~ e 4~

quadrantes.

4. Paridade

Para todo t € R, temos E(t) = (cost, sent) e E(-t) = (cos(-t), sen(-t)). Vimos
anteriormente que se E(t) = (x, y) entdo E(-t) =(x, -y). Logo, paratodot € R, tem-se
e cos(-t)= cost. Isto ¢, a fungdo cosseno ¢ uma fungao par.

e sen(-t)=-sent. Isto ¢, a fungdo seno ¢ uma fungdo impar.
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5. Periodicidade

um numero T ndo nulo tal que f(t + T) =

de periodo da funcédo f

t € R. Quando isto ocorre, entédo £f(t + kT)

tal que f(t + T) = £(t) para todo t € R

Y Uma funcdo f: R — R é dita periddica quando existe

para todo

para todo t € R e todo k € Z. O menor numero positivo

chamado

As fungdes seno e cosseno sao periddicas.

De fato, para t € R, seja E(t) = (cos t, sent) . Como E(t) = E(t + 2kn), paratodok € Z,
temos que (cos t, sen t) = (cos (t + 2km), sen (t + 2kn)). Portanto, conhecendo-se o

comportamento de sent e cost no intervalo [0,21] passamos a conhecer imediatamente

0 seu comportamento em todos os pontos de R.

A seguir temos os graficos das funcdes seno e cosseno. O grafico da fungdo sent

¢ chamado de sendide (Figura 2) e como podemos verificar o grafico de cos t (Figura 3) ¢

apenas uma translagao do grafico de sen t.

Figura 2
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Figura 3

As relagdes obtidas no final da secdo 5 (Figura 7) mostram que, para todot € R,

valem:

cos(t+ m) =-cos t, sen(t + ) =-sen t

cos(t + m/2)=-sent, sen(t + m/2) =cos t
cos(m/2 - t) =sent, sen(m/2 - t) =cos t
cos(m-t)=-cost, sen(m -t) =sen't

Quando definimos a tangente de um angulo num tridngulo retangulo (Figura 1),

definimos:
A b oy ﬁ
tgB=— e tgB= SenA
c cosB

Demos, portanto, uma defini¢do algébrica e outra geométrica. O mesmo acontece

quando definimos para arcos e angulos quaisquer. Comecaremos com a defini¢do

geométrica.
Dado te R, t# % + km, k € Z, seja P =E(t). Considere areta OP e seja T a sua

interse¢do com a reta tangente a S' em A (Figura 4). Definimos fangente de t como sendo
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a medida algebrica do segmento AT, ou em outras palavras, a ordenada de T no sistema

cartesiano.

ko

0 t
S r
Figura 4

Do mesmo modo, como definimos as fungdes reais sent e cost, podemos

definir:
f:%teR;x;t% +kmkeZr —>R, onde f(t) =tgt.

Observemos que, parat=m/2 + kn, k € Z, P = E(t) = E(n/2) ou P = E(t) = E(31/2),
logo areta OP fica paralela a reta tangente a S' em A. Neste caso, ndo existe ponto T,
portanto a tgt ndo esta definida.

A partir da interpretagio geométrica da tangente e da analise no circulo S!
podemos deduzir todas as propriedades da fungao tangente.

1. Imagem

e A imagem da funcdo tangente ¢ R.

2. Sinal da funcéo
e tgt>0, sete 1° e 3° quadrantes.

o tgt<0, sete 2%e4® quadrantes.
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3. Crescimento

A fungao tgt € crescente em todos os intervalos da forma ( km - n/2, kn + 7/2).

4. Paridade

A funcdo tgt € impar

5. Periodicidade

A funcao tgt € periddica de periodo m: tg(t + m) = tg t.Com as informagdes obtidas
construimos o grafico da fung¢ao tangente:

Figura 5

_— , - sen t
Mostraremos agora, que esta definicdo dada para tangente € igual a tgt=

, para
cos t

se t#

. T sen t
cost=0, ou seja, t;tz +km k € Z. De fato,se x=kmn, temostgt=0= X
coS

kn entdo P =E(t) ¢é diferente de A, B, A’ e B’, entdo temos que os triangulos OPP, e
0AT sao semelhantes (Figura 6). Logo,
AT] _[P,P)

0A] - [OP,]

_ |sen t|

N |COS t|
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Figura 6

Analisando os sinais de tgt e nos quatro quadrantes concluimos a nossa

cost
afirmacao.
As vezes ¢ conveniente se introduzir fungdes trigonométricas auxiliares como as

1 cost

fungdes , chamadas cossecante, secante e cotangente de t,

sent cost sent
respectivamente. Observe que como estas fungdes sdo definidas por meio de quocientes,
logo os seus dominios sdo restritos aos nimeros reais para os quais o denominador ¢

diferente de zero. Todas estas fungdes também podem ser definidas geometricamente.
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