8. AS FORMULAS DA ADIGCAO DE DOIS ARCOS.

Vamos considerar formulas que calculam as fungdes trigonométricas da soma e
diferenca de dois arcos quando sao dadas as funcdes trigonométricas desses arcos.
Usaremos a formula da distancia de dois pontos P = (x;,);) ¢ Q=(x2,);) do

plano,

d(P,0)= \/(X1 _x2)2 +( —J’2)2

que segue imediatamente do teorema de Pitdgoras (Figura 1).
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Figura 1

Deduziremos a seguir que

cos (a - b)=rcos (a).cos (b) + sen (a).sen (b)

para quaisquer numerosreais a € b (1)
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Considerando no circulo trigonométrico, o ponto 4 =(1,0) e A; e AAQ
tais que P =(cos (a),sen (a)) e Q=(cos (b),sen (b)) (Figura 2). Temos que
[d (P, 0)]* = (cos(a) — cos(b))* + (sen(a) — sen(h))* =
=[(cos(a))* + (sen(a))* ]+ [(cos(b))? + (sen(h))* ]-2 cos(a).cos(b) — 2 sen(a). sen(b).
Segue da relagdo fundamental da trigonometria que

[d (P, O)] = 2 —2[cos(a).cos(b) + sen(a).sen(b)].

Figura 2

Vamos usar um novo sistema de eixos coordenados x’Oy’: Mantendo a origem e
girando os eixos de angulo b (Figura 3). Neste novo sistema temos Q = (1,0) e P =
(cos(a-b), sen(a-b)). Usando estas coordenadas para calcular a distancia de P a Q

obtemos

[d (P, Q) =(cos(a—b)—1)* +(sen(a —b))*=

~ [(cos(a —b))? +sen(a—b))*]+1-2cos(a—b).
Donde

[d(P, Q) =2-2cos(a—b).
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Das duas expressdes obtidas para [d (P, O )]* extraimos que

cos (a - b)) =cos (a).cos (b) + sen (a).sen (b).
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Figura 3

Exemplo:
Calculemos cos(15°).
cos(15°) = cos(45°-30°) = c0s(45°).cos(30°) + sen(45°).sen(30°) =
BB
2 2 2 2 4

V6 +42
—

cos(15°) =

Exercicios:

Nesta se¢do de exercicios deduziremos, juntamente com o leitor, algumas formulas

que decorrem de (1).

1) a) Usando (1)@, deduza que
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cos (at b ) = cos (a).cos (b) - sen (a).sen (b) @ (@

para quaisquer nimerosreais a € b

Sugestao: Inicialmente escreva que cos(a + b) = cos(a - (-b)) e aplique (1). Conclua,

usando que cos(-b) = cos(b) e sen(-b) = - sen(b).

b) Calcule cos(75°), usando (2).

2) Usando (1), deduza que

sen (a+ b ) =sen (a).cos (b) + sen (b).cos (a)

para quaisquer nimerosreais a € b )

Sugestdo: Inicialmente use que sen(a+ b) = cos(n /2—(a+b))= cos((n/2—a)—b) e
aplique (1). Conclua, usando que cos(n /2—a) =sen(a) e sen(n/2—a) = cos(a).

3) a) Usando (3), deduza que

sen (a - b) = sen (a).cos (b) - sen (b).cos (a) @ 4)

para quaisquer numerosreais a e b

Sugestdo: Faca de modo andlogo a dedugao de (2)@, isto &, aplique a sen(a - b) =

sen(a + (-b)).
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b) Se sen(a) =4/5 e cos(b)=3/5,sendo a um arco do 2° quadrante ¢ b um arco do 1°

quadrante, calcule sen(a -b).

4) Usando (2)e (3) , deduza que, para quisquer nimeros reais @ € b taisque a, b ¢

a + b sdo todos diferentes de m /2+ kn; paratodo k € Z, temos

1g(a) +1g(b) ®
1—1tg(a).tg(b)

1g(a+b)= )

sen(a +b)

cos(a +) e aplique (2) e (3)@ ao

Sugestdo: Inicialmente use que fg(a+b)=

denominador e numerador respectivamente. Em seguida divida o numerador e

denominador por cos(a).cos( b).

Usando as férmulas vistas podemos obter as fungdes trigonométricas de a quando

sdao conhecidas as fung¢des trigonométricas de a/2.

5)a) Deduza as formulas (6) e (7) a seguir, usando respectivamente (2) e (3).

cos (a ) = cos’ (a/2) - sen” (al2)

para qualquer nimero real a (6)

sen (a ) = 2.sen(a/2 ).cos(a/2)

para qualquer nimero real a (7)

Ribeiro A., Prates E., Vergasta E., Dominguez G., Freire ., Borges L., Mascarenhas M. 35



Sugestdo: Use que a =a/2 + a/2

b) Se sen(a) =1/3, calcule sen(2a) e cos(2a).

A partir das ultimas férmulas vistas podemos apresentar as funcgdes trigonométricas

de um arco a como fungdo de tg (a/2).

6) a) Deduza as formulas (8), (9) e (10) a seguir usando as formulas (6) e (7).

1-tg%(a/2)
1+1¢%(al2) ®®

cos(a) =

para a#T +2kn

Sugestdo: Use (6) e a relacdo  fundamental para  escrever que

cos® (a/2)—sen’(a/2)
cos®(a/2)+sen’(a/2)

cos” (a/2).

cos(a) = , em seguida divida os termos do quociente por

2tg(al?2)

O @) ©

para a #Tm +2kn

Sugestdo:  Use (7)@ e a relacdo fundamental para escrever que

2sen(a/2).cos(a/?2)
cos®(a/2)+sen’(a/2)

sen(a) = , em seguida divida os termos do quociente por
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cos” (al2).

tg(a) =

2tg(al?2)
1-(tg(a/2))?

para a#mn/2+kn e a#mn+2kn

sen(a)

cos(a)

Sugestdo: Use que tg(a) =

¢ as formulas (8) ¢ (9).

(10)

Temos ainda as férmulas seguintes que transformam produto em soma e que sdo

validas para quaisquer nimeros reais a ¢ b.

7) a) Deduza as formulas a seguir usando (1) e (2)@

cos(a).cos(b) =

cos(a +b)+ cos(a —b)

2

Sugestdo: Some as equagoes:

cos (a - b) = cos (a).cos (b) + sen (a).sen (b)

cos (a+ b) = cos (a).cos (b) - sen (a).sen (b).

sen(a).sen(b) =

cos(a —b) —cos(a +b)

2

Sugestdo: Subtraia as equagdes acima.

b) Deduza a fébrmula a seguir usando (3) e (4)
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sen(a).cos(b) =

sen(a +b) +sen(a — b)

2

Sugestdo: Some as equagoes

sen (a+ b) = sen (a).cos (b) + sen (b).cos (a)

sen (a - b) = sen (a).cos (b) - sen (b).cos (a)
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